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ВВЕДЕНИЕ 

Целью освоения дисциплины «Теория вероятностей и математическая 
статистика» является формирование у обучающихся универсальных и об-
щепрофессиональных компетенций в соответствии с требованиями феде-
ральных государственных образовательных стандартов высшего образова-
ния (ФГОС-3++) по указанным выше направлениям подготовки, определя-
ющих готовность и способность будущих выпускников к успешной дея-
тельности в своей профессиональной области. 

Задачами изучения данной дисциплины являются: научно-исследова-
тельская и научно-педагогическая деятельность, обеспечивающая способ-
ность выпускника к следующим действиям: 

– разработка методик сбора и анализа данных в окружающей среде; 
– создание математических моделей рассматриваемых явлений и ана-

лиз связей этих моделей с окружающей средой; 
– организация и проведение специально поставленных экспериментов 

для анализа адекватности математической модели реальной действитель-
ности. 

Цель данного учебно-методического пособия – формирование поня-
тийного аппарата обучающихся по изучаемой дисциплине «Теория вероят-
ностей и математическая статистика», доступное изложение примеров ре-
шения типовых задач по данному курсу. 

Задачи учебно-методического пособия: 
1) разъяснение основных математических терминов по изучаемому 

курсу; 
2) раскрытие практического значения используемых понятий; 
3) обеспечение единообразия в решениях задач, включенных в план 

практических занятий по изучаемой учебной дисциплине. 
Функции, выполняемые учебно-методическим пособием: 
1) информационно-познавательная; 
2) систематизирующая; 
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3) справочная; 
4) стимулирующая, или мотивационная; 
5) функция самообразования и самоконтроля. 
Данное учебно-методическое пособие соответствует рабочим програм-

мам дисциплины «Теория вероятностей и математическая статистика» для 
всех перечисленных выше направлений обучения. Излагаемые в данном по-
собии сведения соответствуют современному состоянию математической 
науки, что обеспечивается надежностью используемых источников биб-
лиографического списка. 
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1. КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ ПО ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

В данном разделе использованы некоторые определения и теоремы из 
учебных пособий [1–3]. Более подробную теорию можно найти в этих же 
учебных пособиях. 

В окружающем внимательного человека мире возникают различные 
события (явления), которые можно подразделить на три вида: достоверные 
события, невозможные события и случайные события. 

Определение 1.1. Событие U будет называться случайным, если при 
осуществлении некоторого известного набора условий АВС это событие U 
может либо произойти, либо не произойти. Далее, вместо слов «набор усло-
вий АВС осуществлен» всегда будет говориться кратко «произведено испы-
тание», то есть выполнен определенный набор условий. Таким образом, 
каждое случайное событие будет рассматриваться как результат определен-
ного испытания. 

Определение 1.2. Достоверным будет называться событие, которое 
всегда происходит при осуществлении определенного набора условий АВС. 
Невозможным будет называться событие, которое никогда не происходит 
при осуществлении определенного набора условий АВС. 

Иногда случайные события становятся массовым явлением при опре-
деленных однородных заданных условиях, тогда становится очевидным, 
что достаточно большое количество однородных случайных событий неза-
висимо от своей природы и происхождения подчиняются определенным за-
кономерностям (пока невыясненным закономерностям). 

Предметом теории вероятностей является изучение вероятностных за-
кономерностей этих самых массовых однородных случайных событий. Зна-
ние таких закономерностей позволяет предвидеть, как эти события будут 
протекать, что обеспечивает прогнозирование деятельности человека  
в природе и обществе. 
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Определение 1.3. События (объединенные в некоторую группу) будут 
называться несовместными, если появление одного из этих событий исклю-
чает появление других событий (из этой группы событий) в одном и том же 
испытании. 

Определение 1.4. Полной группой событий будет называться группа 
событий, обладающая свойством: в результате конкретного испытания по-
явится хотя бы одно из событий этой группы. 

Следствие. Если же события, составляющие полную группу событий, 
попарно несовместны, то в результате испытания появится одно и только 
одно из этих событий. 

Определение 1.5. События А и В называют равновозможными, если 
есть основание считать, что ни одно из этих событий не является более воз-
можным, чем другое. 

Определение 1.6 (классическое). Вероятностью события А называется 
неотрицательное число Р(А), равное отношению числа m благоприятству-
ющих данному событию А элементарных исходов к общему числу n всех 
равновозможных несовместных элементарных исходов, образующих пол-
ную группу, тем самым Р (А) = m/n. 

Вероятность имеет следующие свойства: 
1) вероятность невозможного события равна нулю; 
2) вероятность достоверного события равна 1; 
3) вероятность случайного события есть положительное число, заклю-

ченное между нулем и единицей: 

0
0 ( ) 1.

m n
Р А

n n n
         (1.1) 

Определение 1.7. Перестановками называются такие комбинации, ко-
торые состоят из одних и тех же n различных элементов и отличаются 
только порядком расположения этих элементов. Число всех возможных пе-
рестановок из n элементов равно: 

nР = n! = 1ꞏ2ꞏ3ꞏ…ꞏn,                  (1.2) 

причем 0! = 1. 
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Определение 1.8. Размещениями называются такие комбинации, кото-

рые составлены из общего числа n различных элементов, взятых по m эле-

ментов. Размещения должны отличаться либо порядком элементов, либо 

составом элементов. Число всех возможных размещений элементов равно: 

m
nА  = n (n–1) (n–2) … (n – m + 1),                     (1.3) 

где m  n.  

Определение 1.9. Сочетаниями называются такие размещения, кото-

рые отличаются хотя бы одним элементом. Число сочетаний из общего 

числа n различных элементов, взятых по m элементов, находится так: 

!
, .

! ( )!
m
n

n
С m n

m n m
 

 
    (1.4) 

Определение 1.10. Суммой А + В двух со-

бытий А и В называется новое событие, состоя-

щее в появлении события А, или события В,  

или в появлении событий А и В одновременно 

(рис. 1.1). 

Определение 1.11. Произведением двух со-

бытий А и В называется новое событие АꞏВ,  

состоящее в совместном появлении этих событий 

А и В (рис. 1.2). 

Определение 1.12. Противоположными событиями называются два 

единственно возможных несовместных события, образующих полную 

группу. Обычно они обозначаются так: А и А  (рис. 1.3). 

Замечание. Если P (A) = p, то обычно ве-

роятность противоположного события обозна-

чается так:   .Р А q  При этом выполняется 

равенство: p + q = 1. 

В  A 

Рис. 1.1. Сумма 

 
  А В АꞏВ 

Рис. 1.2. Произведение 

Рис. 1.3. Противоположные 

A 
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Определение 1.13. Условной вероятностью  ВР А  (вероятностью со-

бытия А при условии осуществления события В) называется вероятность 

события А, вычисленная в предположении, что событие В уже наступило. 

Определение 1.14. Событие А называют независимым от события В, 

если появление события В не изменяет вероятности появления А, то есть 

 ВР А  = P(А). И наоборот, событие В независимо от события А, если 

P (В) =  АР В . 

Замечание. Взаимно независимые события А и В – это такие события, 

что А не зависит от события В, и одновременно событие В не зависит от 

события А. 

Теорема 1.1 (теорема сложения вероятностей для несовместных собы-

тий). Если события А, В несовместны, то вероятность суммы таких событий 

находится так:  

P (A + B) = P(A) + P(B). 

Следствие. Если A, B, C – попарно несовместные события, то вероят-

ность суммы этих трех событий равна 

P (A + B + C) = P (A) + P (B) + P (C).      (1.5) 

Теорема 1.2. Если события 1 2 3, , ,..., nА А А А образуют полную группу  

и они попарно несовместны, то 

       1 2 3 ... 1.nP А P А P А P А      

Теорема 1.3 (теорема сложения вероятностей совместных событий). 

Пусть даны два совместных события А и В (то есть эти два события могут 

появиться в одном и том же испытании одновременно), тогда вероятность 

суммы таких совместных событий находится так: 

P (A + B) = P (A) + P (B) – P (AꞏB). 
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Теорема 1.4. Рассматриваются два события А и В. Пусть известны ве-

роятность P (В) и условная вероятность  ВР А . Тогда вероятность сов-

местного появления событий А и В находится так: 

 ( ) ( ) .ВР А В Р В Р А    

Следствия: 

1)  ( ) ( ) АР А В Р А Р В   ;  2)    ( ) ( ) А В АР А В С Р А Р В Р С     . 

Теорема 1.5 (теорема умножения вероятностей для независимых собы-
тий). Если А и В – взаимно независимые друг от друга события, то вероят-
ность произведения таких событий равна:  

P (AꞏB) = P (A)ꞏP (B). 

Следствия: 
1) если совместные события А и В взаимно независимы, то вероятность 

суммы таких событий равна: 

P (A+B) = P (A) + P (B) – P (В) ꞏ P (А); 

2) если же совместные события А и В зависимы между собой, то 

 ( ) ( ) ( ) ( ) .АР А В Р А Р В Р А Р В      

Теорема 1.6 (формула полной вероятности). Пусть событие А может 
наступить только при условии появления одного из несовместных событий 

1 2 3, , ,..., nВ В В В , которые все вместе образуют полную группу событий. То-

гда имеет место формула «полной вероятности»: 

1 21 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
nВ В n ВР А Р В Р А Р В Р А Р В Р А       . (1.6) 

Замечание. В этой формуле (1.6) события nВВВВ ...,,,, 321  обычно 

называются гипотезами. 

Теорема 1.7 (формулы Байеса). Предположим, что произведено испы-
тание, в результате которого и появилось случайное событие А; далее была 
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поставлена задача определить, как изменились (в связи с тем, что событие А 
наступило) вероятности гипотез. Тогда следующие формулы (1.7) и (1.8) 
Байеса дают ответ на этот вопрос: 

)()(...)()()()(

)()(
)(

21

1

21

1
1 APBPAPBPAPBP

APBP
BP

nBnBB

B
A 


 .      (1.7) 

Аналогично для i = 2, 3, …, n  выполняется равенство 

)()(...)()()()(

)()(
)(

21 21 APBPAPBPAPBP

APBP
BP

n

i

BnBB

Bi
iA 


 .        (1.8) 

Эти формулы позволяют переоценивать вероятности гипотез после 
того, как становится известным результат испытания, в результате которого 
и появилось событие А. Формулы Байеса можно использовать для пошаго-
вой корректировки прогнозов. 

Теорема 1.8 (формула Бернулли). Предположим, что производится не-
которая серия испытаний, причем вероятность события А в каждом испы-
тании не зависит от исходов других испытаний этой серии, тогда такие ис-
пытания называются независимыми относительно события А. В разных не-
зависимых испытаниях событие А может иметь либо различные вероятно-
сти, либо одну и ту же вероятность. Далее рассматриваются только такие 
серии независимых испытаний, в которых событие А имеет одну и ту же 
вероятность p. 

Далее вводится понятие сложного события, понимая под ним совмеще-
ние нескольких отдельных событий, которые сами называются простыми. 
А именно: пусть производится n независимых испытаний, в каждом из ко-
торых событие А может появиться с вероятностью p или не появиться с ве-
роятностью q = 1 – p. Тогда вероятность сложного события {в n таких ис-
пытаниях событие А появляется ровно k раз, а следовательно, не появляется 
(n–k) раз} находится по формуле Бернулли: 

  .k k n k
n nР k C p q         (1.9) 
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Уточнение. Длинное описание (схема Бернулли) в начале теоремы 1.8 
есть описание всех условий применения формулы Бернулли. 

Замечание. Формула (1.9) Бернулли обычно применяется, если коли-
чество n независимых испытаний не очень большое. При большом числе n 
независимых испытаний (n > 30) применяются приближенные формулы 
Лапласа. 

Теорема 1.9 (локальная теорема П. С. Лапласа). Пусть выполняются 
все условия схемы Бернулли, и если вероятность p появления события А  
в каждом испытании постоянна и отлична от 0 и от 1, то вероятность  kРn  

того, что событие А появится в n испытаниях ровно k раз, приближенно 
находится (и тем более точнее находится, чем больше число n) по следую-
щей формуле: 


npq

kPn
1

)(  φ(х),             (1.10) 

где 
npq

npk
х

)( 
 ; φ(х) 2/2

π2

1 xe  – это функция Лапласа (ее значения при-

ведены в табл. П.1 приложения). 

Если при тех же условиях, что и в локальной теореме Лапласа, мы бу-

дем искать вероятность );( 21 kkPn  того, что событие А в n независимых ис-

пытаниях появится не менее 1k  раз, но не более 2k  раз, то получим инте-

гральную теорему Лапласа. 

Теорема 1.10 (интегральная теорема П. С. Лапласа). Если при тех же 
условиях, что и в локальной теореме Лапласа, требуется найти вероятность 

);( 21 kkPn  того, что событие А в n независимых испытаниях появится  

не менее 1k  раз, но не более 2k  раз, то получится следующая приближенная 

формула: 

),()();( 1221 ххkkPn      (1.11) 

где  1 1 2 2( ) / , ( ) / .х k n p n p q х k n p n p q     
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Замечание. Значения функции Лапласа )(x  приведены в приложении 

(табл. П.2). 

Определение 1.15. Если случайное событие Х заключается только  
в появлении того или иного неизвестного числа (но только одного в дан-
ном испытании, причем наперед нельзя достоверно указать, какое это  
будет число), то такое случайное событие Х называется случайной вели-
чиной. 

Так, например, при бросании игральной кости могут появиться числа: 
1, 2, 3, 4, 5 или 6. Тем самым число Х очков, выпавших на грани игральной 
кости, есть величина случайная; а числа 1, 2, 3, 4, 5, 6 – это возможные зна-
чения этой случайной величины (в данном примере). 

Определение 1.16. Дискретной (прерывной) случайной величиной 
называют случайную величину, которая принимает отдельные, изолиро-
ванные возможные значения с определенными вероятностями. 

Например, если дискретная случайная величина X имеет только три 
возможных значения, то эти возможные ее значения можно обозначить че-
рез 1 2 3, ,х х х . 

Определение 1.17. Непрерывной случайной величиной Х называется 
случайная величина, которая может принимать все возможные значения из 
некоторого конечного или бесконечного интервала. 

Так, например, расстояние Х, которое пролетит снаряд при выстреле из 
некоторого орудия, есть случайная величина. Возможные значения этой 
случайной величины принадлежат некоторому интервалу (а; b), где а и b 
зависят от различных причин, в том числе и от тактико-технических харак-
теристик этого орудия. 

Определение 1.18. Законом распределения дискретной случайной ве-
личины Х называется соответствие между возможными ее значениями и их 
вероятностями. С помощью таблицы закон распределения выглядит так: 

 

Х 1х  2х  … nх  

Р 1p  2p  … np  
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При этом выполняется равенство: 1 2 ... 1.np p p     

Определение 1.19. Пусть дискретная случайная величина X принимает 

возможные (и только эти) значения nхххх ,...,,, 321  с соответствующими 

вероятностями nрррр ,...,,, 321 . Тогда математическим ожиданием слу-

чайной величины X называется число M (X): 

....)( 332211 nn рхрхрхрхХМ   

Математическое ожидание имеет следующие свойства: 

1. M (C) = C = const. 

2. M (CꞏX) = CꞏM (X). 

3. M (XꞏY) = M (X)ꞏM (Y) – для независимых случайных величин. 

4. M (X + Y) = M (X) + M (Y). 

5. Предположим, что производится n независимых испытаний, в каж-

дом из которых вероятность появления случайного события А постоянна и 

равна p. Пусть дискретная случайная величина Х равна числу появлений 

события А в этих n испытаниях, тогда ее математическое ожидание равно 

М (Х) = nꞏp. 

Определение 1.20. Дисперсией (или рассеянием) дискретной случай-

ной величины Х называется неотрицательное число D (X), которое равно 

 .)]([)( 2XMXMХD      (1.12) 

Замечание. Если случайная величина X задана законом распределения 

(определение 1.18), то 

.)]([...)]([)]([)( 2
2

2
21

2
1 nn pXMxpXMxpXMxXD    (1.13) 

Теорема 1.11.     .)()( 22 XMXMХD   

Замечание. Данная теорема 1.11 дает второй способ нахождения дис-

персии, этот способ обычно используется для проверки правильности 

нахождения дисперсии первым способом (по определению 1.20). 
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Дисперсия имеет следующие свойства: 

1. D (C) = 0, C – постоянная. 

2. D (CꞏX) = C2 ꞏ D (X). 

3. D (Х) + D (Y) = D (X + Y) при условии, что Х и Y независимые. 

4. D (C + X) = D (X), C – постоянная. 

5. D (Х – Y) = D (X) + D (Y) – если X и Y независимы. 

6. Пусть производится n независимых испытаний, в каждом из которых 

вероятность появления случайного события А постоянна и равна p. Пусть 

случайная величина Х есть число появлений события А в этих n испыта-

ниях, тогда дисперсия случайной величины Х равна D (X) = n ꞏ p ꞏ q, где  

q = 1 – p.  

Определение 1.21. Число )()(σ XDХ   называется среднеквадрати-

ческим отклонением случайной величины Х. 

Теорема 1.12. Если X и Y – взаимно независимые случайные величины, 

то:  )(σ)(σ)(σ 22 YXYX  . 

Теорема 1.13 (неравенство П. Л. Чебышева). 

 
2ε

)(
1ε)(

XD
ХМХР  .       (1.14) 

Замечание. Данное неравенство справедливо как для дискретных слу-

чайных величин, так и для непрерывных случайных величин. Используя не-

равенство П. Л. Чебышева, можно оценить снизу вероятность того, что слу-

чайная величина Х отклонится от своего математического ожидания менее 

чем на заданное исследователем отклонение ε. 

Определение 1.22. Неотрицательная функция F (x) = P (X < x) называ-

ется функцией распределения вероятностей случайной величины Х. 

Определение 1.23. Случайная величина Х называется непрерывной, 

если ее функция F (x) есть непрерывная, кусочно-дифференцируемая функ-

ция с кусочно-непрерывной производной F' (x). 
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Функция распределения имеет такие свойства: 
1. 0 ≤ F (x) ≤ 1 при всех х. 
2. F (x) – неубывающая функция, то есть если 2 1 2 1( ) ( )х x F x F x   . 

3. .)()()( 1221 xFxFxxхP   

4. Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х примет 
только одно значение 0х , равна 0. 

5. Если возможные значения F (x) принадлежат интервалу (a, b), то 
а) F (x) = 0 при х   a; 
б) F (x) = 1 при х   b. 

Определение 1.24. Функция f (x) = F' (x), равная производной от функ-
ции распределения F (x), называется плотностью распределения вероятно-
стей непрерывной случайной величины Х. 

Теорема 1.14. .)()( 
b

a

xdxfbXaP  

Следствие. .)()( 
b

a

xdxfbXaP  

Теорема 1.15. Пусть f (x) – плотность распределения случайной вели-
чины Х, тогда ее функция распределения находится так: 





х

xdxfxF )()( . 

Плотность распределения f (x) имеет следующие свойства: 
1) это неотрицательная функция: f (x) ≥ 0; 
2) несобственный интеграл по всей числовой прямой равен единице: 

.1)( 



xdxf  

Определение 1.25. Математическим ожиданием непрерывной случай-

ной величины Х называют число ,)()( 



 xdxfxXM  где несобственный 
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интеграл абсолютно сходится, т. е. сходится несобственный интеграл 

.)(



 xdxfx  

Замечание. Если Х имеет возможные значения только на ограничен-
ном отрезке [a, b], то математическое ожидание: 

.)()(  
b

a

xdxfxXM      (1.15) 

Определение 1.26. Дисперсией непрерывной случайной величины Х 
называют неотрицательное число: 

  .)()()( 2



 xdxfXMxXD  

Определение 1.27. Число )()(σ ХDx   называется среднеквадрати-

ческим отклонением случайной величины Х. 

Определение 1.28. Нормальным называется распределение вероятно-
стей непрерывной случайной величины, которое описываются плотностью 
следующего вида: 

2 2( ) (2σ )1
( )

σ 2π
x af x e   , 

причем а – математическое ожидание этой нормально распределенной ве-

личины Х; )(σ2 XD  – дисперсия этой случайной величины Х, а  – ее 

среднеквадратическое отклонение. 
Нормально распределенную случайную величину Х принято обозна-

чать через N (a; ). 

Определение 1.29. Нормированной (или стандартизованной) нор-
мально распределенной случайной величиной называют величину N (0; 1), 

т. е. при условии, что a = 0,  = 1. 
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Плотность распределения для нормированной случайной величины 

N (0; 1) имеет вид φ (х) = 22

π2

1 xe , причем эта функция φ (х) задана сво-

ими значениями в табл. П.1 приложения. 

Функция распределения для N (0; 1) имеет вид zdexF
х

z


 2
0

2

π2

1
)( , 

при этом F0(x) = 0,5 + Ф(x), где zdex
х

z 
0

22

π2

1
)(  – функция Лапласа 

задана своими значениями в табл. П.2 приложения. 

Замечание. Функция распределения для N (a; ) имеет вид 

2 2( ) (2σ )1
( ) ,

2π

х
z aF x e d z 


    

при этом 





 


σ

)( 0
ах

FxF . 

Нормальной кривой (или кривой Гаусса) 

называется график плотности (рис. 1.4) нор-

мального распределения: 

2 2( ) (2σ )1
( )

σ 2π
x af x e   . 

График этой функции симметричен отно-

сительно прямой х = а и при х = а имеет мак-

симальное значение, равное 
2πσ

1
. 

Теорема 1.15. Если X = N (a; ), т. е. Х – нормально распределенная 

случайная величина с параметрами a, , то 







 







 


σ

α
Ф

σ

β
Ф)βα(

aa
XP , 

где Ф(х) – функция Лапласа. 

у 
у=ƒ(x) 

a О 

 

x 

Рис. 1.4. Кривая Гаусса 
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Замечание. Данная теорема позволяет найти вероятность попадания  

в интересующий исследователя интервал нормальной случайной вели-

чины. 

Теорема 1.16. Пусть задана нормально распределенная случайная ве-

личина Х, причем )(σ),( XDХМа  , то вероятность заданного откло-

нения δ от математического ожидания находится так: 

  ),δ/σ(2δ аХР  

где )( x  – функция Лапласа. 

Замечание. Теорема 1.16 позволяет найти вероятность заданного от-
клонения нормально распределенной случайной величины. 
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2. КРАТКАЯ ТЕОРИЯ ПО МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКЕ 

В данном разделе использованы некоторые определения и теоремы из 
учебных пособий [1–3]. Более подробную теорию можно найти в этих же 
учебных пособиях. 

Определение 2.1. Выборочной совокупностью (или выборкой) называ-
ется совокупность случайно отобранных объектов из некоторой большой 
(существенно более большой) совокупности. 

Генеральной совокупностью называется существенно большая по объ-
ему совокупность объектов, из которой производится выборка. 

Определение 2.2. Объемом совокупности (выборочной или генераль-
ной) называется число объектов в этой совокупности. 

Определение 2.3. Пусть из генеральной совокупности извлечена  

выборка объемом n, в которой величина 1x  наблюдалась 1n  раз,  

2x – 2n  раз,…, kx  – kn  раз, причем nn
k

i
i 

1
. Наблюдаемые значения 

ix  называются вариантами, а последовательность вариант, записанных  

в возрастающем порядке, называется вариационным рядом. При этом 

числа in наблюдений вариант называются частотами, а их отношения 

ii wnn /  частот in  к объему выборки n называются относительными 

частотами. 

Определение 2.4. Статистическим распределением выборки называется 
полный перечень вариант и полный перечень соответствующих им частот или 
относительных частот. 

Замечание. Статистическое распределение можно задать также в виде 
последовательности интервалов и соответствующих им частот (в качестве ча-
стоты, соответствующей интервалу, принимают сумму частот вариант, по-
павших в этот интервал). 
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Определение 2.5. Пусть известно статистическое распределение ча-

стот количественного признака Х. Обозначим: через хn  – число наблюде-

ний, при которых наблюдалось значение признака Х меньшее, чем x ;  

и пусть n  – общее число наблюдений (объем выборки). Относительная ча-

стота такого события А =  Х x  равна числу /xn n . 

Если x  изменяется, то, соответственно, изменяется и относительная 

частота, тем самым относительная частота nn x /  есть функция )(* xF  пе-

ременной х. Так как эта функция находится эмпирическим (опытным) пу-

тем, то она называется эмпирической функцией распределения. 

Эмпирическая функция распределения имеет такие свойства: 

1) 1)(*0  xF ; 

2) )(* xF – неубывающая функция; 

3) если 1x  – наименьшая варианта вариационного ряда, а kx  – наиболь-

шая варианта, то: 









.при1

;при0
)(* 1

kхх

хх
xF  

Определение 2.6. Полигоном частот называется ломаная линия, отрезки 

которой соединяют точки с координатами: .);(...,),;(),;( 2211 kk nxnxnx  

Для построения полигона частот на оси абсцисс откладываются вари-

анты ix , а на оси ординат – соответствующие им частоты in . Соседние 

точки );( ii nx  соединяются отрезками прямых, и получается полигон частот. 

Определение 2.7. Полигоном относительных частот называется лома-

ная линия, отрезки которой соединяют точки ).;(),...,;(),;( 2211 kk wxwxwx  

Для построения полигона относительных частот на оси абсцисс откладыва-

ются варианты ix , а на оси ординат – соответствующие им относительные 

частоты iw . Соседние точки );( ii wx  соединяются отрезками прямых, и по-

лучается полигон относительных частот. 
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Определение 2.8. Гистограммой частот называется ступенчатая фи-
гура, состоящая из прямоугольников, основаниями которых служат частич-
ные интервалы одинаковой длины h , а высоты равны отношению hni /  (то 

есть плотностям частот). 
Для построения гистограммы частот на оси абсцисс откладываются ча-

стичные интервалы одинаковой длины h, а затем на каждом частичном ин-
тервале строится прямоугольник соответствующей высоты hni /  от оси 

абсцисс. 

Определение 2.9. Гистограммой относительных частот называется 
ступенчатая фигура, состоящая из прямоугольников, основаниями которых 
служат частичные интервалы длиной h , а высоты равны отношениям hwi /  

(плотностям относительных частот). 

Определение 2.10. Пусть изучается дискретная генеральная совокуп-
ность относительно количественного признака X. Генеральной средней 

называется число Гx , равное среднему арифметическому всех значений 

признака генеральной совокупности. При этом: 
1) если все значения Nxxx ,...,, 21  признака генеральной совокупности 

объема N  различны, то  

Nxxxx N /)...( 21Г  ;    (2.1) 

2) если же значения признака kxxx ,...,, 21  имеют соответственно ча-

стоты kNNN ,...,, 21 , при этом NNNN k  ...21 , то 

NNxNxNxх kk /)...( 2211Г  ,   (2.2) 

т. е. генеральная средняя есть средняя взвешенная значений признака с ве-
сами, равными соответствующим частотам. 

Теорема 2.1. Пусть обследуемый признак Х генеральной совокупно-
сти рассматривается как дискретная случайная величина. Математиче-
ское ожидание признака равно генеральной средней этого признака 

равно .)( ГхXM   
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Определение 2.11. Пусть из генеральной совокупности извлечена вы-

борка объема n. Выборочной средней Вх  называется среднее арифметиче-

ское значение признака выборочной совокупности. При этом: 
1) если все значения nxxx ,...,, 21  признака выборки объема n  различны, то 

;/)...( 21В nxxxх n     (2.3) 

2) если же значения признака kxxx ,...,, 21  имеют соответственно ча-

стоты ,,...,, 21 knnn  при этом nnnn k  ...21 , то 

,/)...( 2211В nxnxnxnх kk        (2.4) 

т. е. выборочная средняя является средней взвешенной значений признака 
с весами, равными соответствующим частотам. 

Замечание. Определения 2.11 и 2.10 аналогичны друг другу. 

Теорема 2.2. Выборочная средняя есть несмещенная оценка генераль-

ной средней, то есть:   ГВ ххM  . 

Определение 2.12. Генеральной дисперсией ГD  называется среднее 

арифметическое значение квадратов отклонений значений признака гене-

ральной совокупности от их среднего значения Гх . При этом: 

1) если все значения Nxxx ,...,, 21  признака генеральной совокупности 

объема N  различны, то 

)/))((
1

2
ГГ NхxD

N

i
i



 ;    (2.5) 

2) если же значения признака kxxx ,...,, 21  имеют соответственно ча-

стоты kNNN ,...,, 21 , при этом NNNN k  ...21 , то 





k

i
ii NxxND

1

2
ГГ /))(( ,    (2.6) 

т. е. генеральная дисперсия есть средняя взвешенная квадратов отклонений 
с весами, равными соответствующим частотам. 
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Определение 2.13. Генеральным среднеквадратическим отклонением 

(стандартом или стандартным отклонением) называется число, равное 

квадратному корню из генеральной дисперсии: ГГσ D . 

Определение 2.14. Выборочной дисперсией ВD  называется среднее 

арифметическое значение квадратов отклонения наблюдаемых значений 

признака от их среднего значения Вх . При этом: 

1) если все значения nxxx ,...,, 21  признака выборки объема n  различны, то 

 



n

i
i nхxD

1

2
ВВ /( ;     (2.7) 

2) если же значения признака kxxx ,...,, 21  имеют соответственно ча-

стоты knnn ,...,, 21 , при этом nnnn k  ...21 , то 





k

i
ii nхxnD

1

2
ВВ /))(( ,      (2.8) 

т. е. выборочная дисперсия есть средняя взвешенная квадратов отклонений 

с весами, равными соответствующим частотам. 

Замечание. Определения 2.14 и 2.12 аналогичны друг другу. 

Определение 2.15. Выборочным среднеквадратическим отклонением 

(стандартом) называется число, равное  ВВσ D . 

Теорема 2.3. Дисперсия равна: 2 2
В В В( ) [ ]D х х  . 

Замечание. Данная теорема справедлива и для генеральной дисперсии. 

Однако кроме одномерных случайных величин изучаются величины, 

возможные значения которых определяются, например, двумя числами. Та-

кие случайные величины называются соответственно двумерными. 

Будем обозначать через (X, Y) двумерную случайную величину. Каж-

дую из величин X и Y назовем составляющей; обе величины X и Y,  

рассматриваемые одновременно, образуют систему двух случайных ве-

личин. 
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Определение 2.16. Законом распределения дискретной двумерной 
случайной величины назовем перечень возможных значений этой вели-
чины, т. е. набор пар чисел );( ii уx  и их вероятностей );( ii уxр , где  

i = 1, 2, …, n;  j = 1, 2, …, m. Обычно закон распределения задают в виде 
таблицы с двойным входом. 

 

X 
Y 1x  2x  … ix  … nx  

1у  );( 11 уxр  );( 12 уxр   … );( 1уxр i  … );( 1уxр n  

… … … … ... … … 

jу  );( 1 jуxр  );( 2 jуxр  … );( ji уxр  … );( jn уxр  

… … … … … … … 

mу  );( 1 mуxр  );( 2 mуxр  … );( mi уxр  … );( mn уxр  

 
Первая строка таблицы содержит все возможные значения составляю-

щей X, а первый столбец – все возможные значения составляющей Y.  
В клетке, стоящей на пересечении i-ого столбца и j-ой строки, указана ве-

роятность );( ji уxр  того, что двумерная случайная величина примет значе-

ние );( ji уx . 

При этом сумма вероятностей, записанных во всех клетках таблицы, 
равна единице. 

Определение 2.17. Корреляционным моментом (или ковариацией) 

XYμ  случайных величин X и Y называется число XYμ , равное математиче-

скому ожиданию произведения отклонений этих случайных величин: 

    .)()(μ YMYXMXMXY     (2.9) 

Для вычисления корреляционного момента дискретных случайных ве-
личин используется формула 

   ),,()()(μ
11

jiji

m

j

n

i
XY yxpYMyXMx  


  (2.10) 
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а для непрерывных случайных величин применима такая формула: 

   .),()()(μ ydxdyxfYMyXMxXY  







  (2.11) 

Корреляционный момент служит для характеристики связи между вели-
чинами X и Y. При этом корреляционный момент равен нулю, если X и Y – 
независимые случайные величины. А, следовательно, если корреляцион-
ный момент не равен нулю, то случайные величины X и Y есть зависимые 
случайные величины. 

Замечание. Корреляционный момент можно найти и по формуле: 

).()()(μ YMXMYXMХY        (2.12) 

Ковариация имеет следующие свойства. 
1. Ковариация симметрична:  YXXY μμ  . 

2. Дисперсия случайной величины есть ковариация ее с самой собой: 

)(μ),(μ YDXD YYXX  .           (2.13) 

3. Дисперсия суммы (разности) двух произвольных случайных величин 
равна сумме их дисперсий плюс (минус) удвоенная ковариация этих слу-
чайных величин: 

XYYDXDYXD μ2)()()(  .        (2.14) 

4. Постоянный множитель можно вынести за знак ковариации: 

XYСYXYСX Cμμμ )(,),(  .               (2.15) 

5. Ковариация не изменится, если к одной из случайных величин (или 
к обоим сразу) прибавить постоянную величину: 

)(),()(,),( 21
μμμ СYСXСYXYСX   .          (2.16) 

6. Ковариация двух случайных величин по абсолютной величине не 
превосходит произведения их среднеквадратических отклонений: 

)(σ)(σμ YXXY  .      (2.17) 

7. Ковариация независимых случайных величин X и Y равна нулю. 
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Определение 2.18. Коэффициентом корреляции XYr  двух случайных 

величин X и Y называется число XYr , равное отношению корреляционного 

момента к произведению среднеквадратических отклонений этих величин, 

то есть  
μ

σ ( ) σ ( )
XY

XYr
X Y




. 

Коэффициент корреляции имеет такие свойства. 
1. Коэффициент корреляции XYr  независимых случайных величин ра-

вен нулю (так как XYμ = 0). 

2. Коэффициент корреляции по абсолютной величине не превосходит 
единицы: 

111  XYXY rr . 

3. Если случайные величины X, Y связаны линейной зависимостью:  

0,  abXaY ,  

то 0если,1,0если,1причем,1  аrиаrr XYXYXY . 

4. Если 1XYr , то случайные величины X, Y связаны линейной функ-

циональной зависимостью. 
Вывод. Для независимых случайных величин коэффициент XYr  равен 

нулю, для случайных величин, связанных линейной зависимостью, выпол-

няется равенство 1XYr , а в остальных случаях 11  XYr . 

Говорят, что случайные величины связаны положительной корреля-
цией, если 0XYr . А если 0XYr , то в этом случае говорят, что случайные 

величины связаны отрицательной корреляцией. 

Чем ближе XYr  к единице, тем больше оснований считать, что слу-

чайные величины X, Y связаны линейной функциональной зависимостью. 
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3. ТЕМЫ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

Номер 
занятия 

Тема практического занятия 

1 Случайные события. Классическое определение вероятности. 
Геометрическая вероятность. Относительная частота появления 
события. Теоремы сложения и умножения вероятностей, фор-
мула полной вероятности, формула Байеса 

2 Повторение испытаний: формула Бернулли, локальная и инте-
гральная теоремы Лапласа. Дискретная случайная величина. 
Биномиальное распределение и распределение Пуассона. Про-
стейший поток событий 

3 Числовые характеристики дискретных случайных величин и их 
свойства 

4 Неравенство Чебышева. Функция распределения вероятностей 
и плотность распределения вероятностей непрерывной случай-
ной величины. Числовые характеристики непрерывных случай-
ных величин. Нормальное распределение 

5 Статистическое распределение выборки. Эмпирическая функ-
ция распределения. Полигон и гистограмма. Статистические 
оценки параметров распределения 

6 Визуализация статистического распределения. Проверка типа 
распределения на его нормальность 

7 Зависимые и независимые случайные величины 

8 Контрольная работа по курсу «Теория вероятностей и матема-
тическая статистика» 
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4. ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАНЯТИЯ 

В данном разделе использованы примеры с решениями и задачи с от-
ветами из учебно-методического пособия [5]. 

4.1. Занятие 1 

Контрольные вопросы 

1.  Какое событие называется случайным? 
2.  Сформулируйте классическое определение вероятности. 
3.  Как находится геометрическая вероятность? 
4.  Что такое относительная частота появления события? 
5.  Сформулируйте теорему сложения вероятностей для несовместных 

событий. 
6.  Сформулируйте теорему сложения вероятностей для совместных 

событий. 
7.  Сформулируйте теорему умножения вероятностей для независимых 

событий. 
8.  Сформулируйте теорему умножения вероятностей для зависимых 

событий. 
9.  Запишите формулу полной вероятности для двух (трех) гипотез. 
10. Что такое формулы Байеса? 

Аудиторные задания 

Пример 4.1.1. Брошены две игральные кости. Найти вероятность сле-
дующего события A = {сумма выпавших на двух гранях – четная; причем 
хотя бы на одной грани – будет четыре очка}. 

Решение. Испытание в этой задаче заключается в следующем: бро-
шены две игральные кости, причем у каждой кости есть шесть граней.  
В таком испытании возможны различные случайные элементарные исходы. 

Всего элементарных исходов в этом испытании: n = 6  6 = 36. 
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Благоприятные для случайного события А элементарные исходы таковы: 

1ω  = {2 + 4}; 2ω  = {4 + 2}; 3ω  = {4 + 4}; 4ω  = {6 + 4}; 5ω  = {4 + 6}. 

Причем других благоприятных исходов нет, поэтому число всех бла-
гоприятных элементарных исходов m = 5. Следовательно, в соответствии  

с классическим определением вероятности: 
36

5
)( 

n

m
AР . 

 

Пример 4.1.2. На столе экзаменатора восемь одинаковых по форме би-
летов с номерами: 1, 2, ..., 8. Обучающиеся наудачу берут пять билетов со 
стола. Найти вероятность того, что среди взятых билетов окажутся: a) би-
лет № 1 (он самый легкий из всех билетов); б) билет № 1 и билет № 2 (в би-
лете № 2 написано: «Ваша оценка – "хорошо"»). 

Решение. Испытание в этой задаче заключается в следующем: обуча-
ющиеся наудачу берут со стола пять билетов из восьми имеющихся. В ре-
зультате такого испытания возможно множество вариантов элементарных 
исходов. Общее число n всех элементарных исходов в этом испытании 
равно числу различных способов выбора пяти билетов из восьми, то есть 
равно числу сочетаний: 

5
8

8! 6 7 8 6 56
56

5! 3! 3! 6
n C

  
    


; 

a) рассматривается первое случайное событие 1А  = {среди взятых 

наудачу обучающимися пяти билетов оказался билет № 1, следовательно, 
вместе с билетом № 1 обучающиеся взяли еще четыре билета с номерами  
от 2 до 8 (а это семь различных номеров билетов)}. Число 1m  всех благопри-

ятных для события 1А  элементарных исходов равно числу различных спосо-

бов выбора номеров четырех билетов из семи, то есть равно числу сочетаний: 

.35
6

356

!3

765

!3!4

!74
71 








Cm  

Следовательно, в соответствии с классическим определением вероят-
ности: 

625,0
56

35
)( 1 AР ; 
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б) рассматривается второе случайное событие 2А  = {среди взятых 

наудачу обучающимися пяти билетов оказались билеты № 1 и № 2, следо-

вательно, вместе с билетами № 1, 2 обучающиеся взяли еще три билета  

с номерами от 3 до 8 (а это шесть различных номеров билетов)}. Число 2m  

всех благоприятных для события 2А  элементарных исходов равно числу 

различных способов выбора номеров трех билетов из шести, то есть равно 

числу сочетаний: 

.20
6

206

!3

654

!3!3

!63
62 








Cm  

Следовательно, в соответствии с классическим определением вероят-

ности: 

.
14

5

56

20
)( 2

2 
n

m
АР  

Ответ: 625,0)( 1 AР ;   .14/5)( 2 АР  

 

Пример 4.1.3. При испытании партии телефонов относительная ча-

стота исправных телефонов оказалась равной 0,93. Найти число исправных 

телефонов, если всего было проверено 400 телефонов. 

Решение. Рассматривается случайное событие A = {проверяемый теле-

фон исправен}. При проверке большой партии произвольных изделий такое 

случайное событие появляется не в каждом испытании из этой большой се-

рии испытаний. Поэтому вводится понятие относительной частоты появле-

ния случайного события в большой серии испытаний – это число w (А), рав-

ное отношению числа 0m  появления интересующего нас события А к об-

щему числу 0n  всех испытаний данной серии. Поэтому 

0

093,0)(
n

m
Aw  . 

Так как 0n  = 400, то 0m  = 0,93 ∙ 400 = 372. 

Ответ. В партии 372 исправных телефона. 
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Пример 4.1.4. Быстро вращающийся диск разделен на нечетное число 
равных по площади секторов, попеременно раскрашенных синим и крас-
ным цветом (пять красных и четыре синих сектора). По диску произведен 
удачный выстрел. Найти вероятность того, что пуля попадет в один из крас-
ных секторов. 

Решение. Рассмотрим случайное событие A = {пуля попала в красный 
сектор}. Данная задача решается с помощью геометрической вероятности. 
Всего секторов в диске – девять, из них красных – пять, поэтому благопри-

ятная (красная) площадь диска равна: кругакрас 9

5
SS  . 

Следовательно, при использовании понятия геометрической вероятно-
сти (как отношение благоприятной площади ко всей площади), получается 
результат. 

Ответ. 
9

5
)(

круга

крас 
S

S
AР . 

 
Пример 4.1.5. На плоскость, разлинованную (рис. 4.1) параллельными 

горизонтальными прямыми, отстоящими друг от друга на 9 см, наудачу 
брошена монета радиуса 1,5 см. Найти вероятность того, что монета не пе-
ресечет ни одной из прямых. 

Решение. Рассмотрим случайное событие A = {монета находится в ка-
кой-то полосе и не пересекает линий границ этой полосы}. Данная задача 
решается также методом геометрической вероятности. Если монета попала 
в какую-то полосу (см. рис. 4.1), то, чтобы она не пересекала линий границ 

этой полосы, необходимо, чтобы центр монеты не вы-
ходил за пределы внутренней полосы шириной 6 см 
(сверху – отступ 1,5 см и снизу – отступ 1,5 см). Мак-
симум монета может касаться линии границы в одной 
точке сверху либо в одной точке снизу. 

Следовательно, при использовании понятия гео-
метрической вероятности (как отношение ширины благоприятной полосы 
к ширине всей полосы) получается результат. 

Ответ. 
3

2

9

6
)( AР . 

Рис. 4.1. Монета 

9 
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Пример 4.1.6. В коробке осталось семь одинаковых по размеру яблок: 
четыре красных и три зеленых. Наудачу из этой коробки взяты три яблока. 
Найти вероятность того, что среди трех взятых яблок окажется: а) одно 
красное; б) два красных; в) хотя бы одно красное яблоко. 

Решение. Испытание в этой задаче заключается в следующем: из ко-
робки наудачу взяты три из семи имеющихся яблок в этой коробке. В ре-
зультате такого испытания возможно множество вариантов элементарных 
исходов. Общее число n всех элементарных исходов в этом испытании 
равно числу различных способов выбора трех яблок из семи, то есть равно 
числу сочетаний: 

3
7

7! 5 6 7
35

3! 4! 3!
n C

 
   


; 

a) рассмотрим случайное событие 1А  = {среди трех взятых наудачу яб-

лок оказалось одно красное, следовательно, еще было взято два зеленых яб-
лока}.  

Одно красное яблоко можно взять из четырех имеющихся в коробке 

красных яблок 1
4C  различными способами. А два зеленых яблока из трех 

имеющихся в коробке зеленых яблок можно взять 2
3C  различными спосо-

бами. Поэтому число благоприятных для события 1А  элементарных исхо-

дов находится так: 

1 2
4 3

4! 3! 24
12.

1! 3! 2! 1! 2
m C C     

 
 

Следовательно, в соответствии с классическим определением вероят-
ности: 

343,0
35

12
)( 1 AР ; 

б) рассмотрим случайное событие 2А  = {среди трех взятых наудачу яб-

лок оказалось два красных, следовательно, еще было взято одно зеленое яб-
локо}. 
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Два красных яблока можно взять из четырех имеющихся в коробке 

красных яблок 2
4C  различными способами, а одно зеленое яблоко из трех 

имеющихся в коробке зеленых яблок можно взять 1
3C  различными спосо-

бами. Поэтому число благоприятных для события 2А  элементарных исхо-

дов находится так: 

2 1
4 3

4! 3! 24 6
18.

2! 2! 1! 2! 4 2
m C C


     

  
 

Следовательно, в соответствии с классическим определением вероят-
ности: 

514,0
35

18
)( 2 AР ; 

в) рассмотрим случайное событие 3А  = {среди трех взятых наудачу 

яблок оказалось хотя бы одно красное яблоко}. Вероятность такого  
события проще находить с помощью противоположного события  

3А  = {среди трех взятых наудачу яблок не оказалось ни одного красного 

яблока, то есть оказалось три зеленых яблока}. Три зеленых яблока из 
трех имеющихся в коробке зеленых яблок можно выбрать единственным 

способом. Поэтому число благоприятных для события 3А  элементарных 

исходов находится так: 

m = 1. 

Поэтому, в соответствии с классическим определением вероятности: 

3
1

( ) 0,0286
35

Р А   . 

При использовании свойства противоположных событий получается: 

3
1 34

( ) 1 0,9714
35 35

Р А     . 

Ответ: 343,0
35

12
)( 1 AР ; 514,0

35

18
)( 2 AР ; 9714,0

35

34
)( 3 АР . 
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Пример 4.1.7. В библиотеке на стеллаже «Математика» стоят 24 учеб-
ника, из которых шесть новых учебников (2022 г. издания), а остальные 
учебники – старые. Библиотекарь наугад берет четыре учебника для 
группы БК-21. Найти вероятность того, что: 

1А  = {хотя бы один из четырех выбранных учебников – новый}; 

2А  = {три учебника из четырех выбранных – новые}. 

Решение. Испытание в этой задаче заключается в следующем: со стел-
лажа наудачу взяты четыре учебника из 24 имеющихся учебников. В ре-
зультате такого испытания возможно множество вариантов элементарных 
исходов. Общее число n всех элементарных исходов в этом испытании 
равно числу различных способов выбора четырех учебников из двадцати 
четырех, то есть равно числу сочетаний: 

4
24

24! 21 22 23 24
10 626

20! 4! 4!
n C

  
   


. 

а) рассмотрим событие 1А  = {хотя бы один из четырех выбранных 

учебников – новый}; данное событие достаточно сложно, так как включает 
в себя много вариантов, поэтому рассмотрим более простое противополож-
ное событие: 

1А  = {все четыре отобранных учебника – старые}.  

Эти четыре старых учебника можно выбрать со стеллажа из 18 старых 

учебников. Для события 1А  число благоприятных исходов равно 

4
1 18

18! 15 16 17 18
3 060

14! 4! 24
m C

  
   


. 

Поэтому, в соответствии с классическим определением вероятности: 

1
3 060

( ) 0,288,
10 626

Р A    

поэтому по свойствам противоположных событий: 

1
3 060

( ) 1 0,712
10 626

Р A    ; 



36 

б) рассмотрим событие 2А  = {три учебника из четырех выбранных – 

новые, что автоматически означает, что четвертый учебник – старый}. 
Для события 2А  число благоприятных исходов равно: 

3 1
2 6 18

6! 18! 4 5 6
18 360

3! 3! 17! 1! 3!
m C C

 
      

 
. 

Следовательно, в соответствии с классическим определением вероят-
ности: 

2
360

( ) 0,033 9
10 626

Р A   . 

Ответ: 1( ) 0,712Р A  ;  2( ) 0,033 9Р A  . 

 
Пример 4.1.8. Для сигнализации о пожаре в гаражном боксе установ-

лены два независимо работающих датчика. Вероятность того, что при по-
жаре первый из них сработает, равна 0,95; для второго эта вероятность 
равна 0,9. Найти вероятности следующих событий: а) 1А  = {при пожаре 

сработал только один датчик}; б) 2А  = {при пожаре сработал хотя бы один 

датчик}, в) 3А  = {при пожаре не сработали оба датчика}. 

Решение: 
а) рассмотрим первое случайное событие 1А  = {при пожаре сработает 

только один датчик}. 
Данное событие включает в себя два варианта, поэтому рассмотрим бо-

лее простые события: 

 событие 1В  = {сработал первый датчик}, по условию: 95,0)( 1 BР ; 

 событие 2В  = {сработал второй датчик}, по условию: 9,0)( 2 BР . 

Тогда событие 1А  можно представить в виде 

)()( 2121121211 BВВBРAРBВВBA  . 

По теореме сложения вероятностей для несовместных событий (с уче-
том свойств противоположных событий) получается: 

 )()()( 21211 BВРВBРАР 1 2 1 2( ) (1 ( )) (1 ( )) ( )Р B Р B Р B Р B     . 
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В итоге: )( 1АР  = 0,95∙0,1 + 0,05∙0,9 = 0,095 + 0,045 = 0,14; 

б) рассмотрим второе случайное событие 2А  = {при пожаре сработал 

хотя бы один датчик}. При сравнении описаний событий 2А  и 3А  можно 

отметить, что они противоположны, причем событие 3А  проще. Это собы-

тие можно представить в виде формулы 213 BBA  , поэтому по теореме 

произведения вероятностей для независимых событий (по условию: дат-
чики работают независимо друг от друга) и с учетом свойств противопо-
ложных событий получается: 

 ))(1()(1()()()()( 2121213 BРBРBРBРBBРAР  

  3( ) 0,05 0,1 0,005;Р A     

в) с учетом противоположности событий 2А  и 3А  вычисляется вероят-

ность: 

2( ) 1 0,005 0,995.Р A     

Ответ: 1 2 3( ) 0,14; ( ) 0,995; ( ) 0,005.Р А Р А Р А    

 
Пример 4.1.9. По данным переписи населения за 2010 г. некоторой аф-

риканской страны установлено: чернокожие отцы и чернокожие сыновья 
(событие А∙В) составили 5 % обследованных лиц, чернокожие отцы и свет-

локожие сыновья (событие BA  ) – 7,9 %, светлокожие отцы и чернокожие 

сыновья (событие BA  ) – 8,9 %, светлокожие отцы и светлокожие сыно-

вья ( BA  ) – 78,2 %. Найти связь между цветом кожи отца и сына. 

Решение. По условию: 

( ) 0,05, ( ) 0,079, ( ) 0,089, ( ) 0,782.Р A B Р A В Р A B Р A В         

1. Первая возможная связь: если отец чернокожий (А), то сын – черно-
кожий (B). Найдем условную вероятность: 

( ) 0,05 0,05 0,05
( ) 0,39

( ) ( ) ( ) ( ) 0,05 0,079А
Р A B

Р B
Р A Р A B A B Р A B Р A B


    

      
. 
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2. Вторая возможная связь: если отец чернокожий (А), то сын – светло-
кожий ( )B . Найдем условную вероятность: 

( ) 0,079
( ) 0,61

( ) 0,129А
Р A B

Р B
Р A


   . 

3. Третья возможная связь: если отец светлокожий ( )A , то сын – чер-

нокожий (В). Найдем условную вероятность: 











)()(

089,0

)(

089,0

)(

)(
)(

BAРBAРBABAРAР

BAР
BР A  

102,0
782,0089,0

089,0



 . 

4. Четвертая возможная связь: если отец светлокожий ( )A , то сын – 

светлокожий ( B ). Найдем условную вероятность: 

898,0
782,0089,0

782,0

)(

)(
)( 







AР

BAР
BР A . 

Ответ. Наиболее вероятна следующая связь: если отец светлокожий, 
то сын – светлокожий. 

 
Пример 4.1.10. Два станка-автомата производят одинаковые тетрапаки 

для молока, затем все тетрапаки поступают на общий конвейер. Произво-
дительность первого автомата в два раза выше производительности вто-
рого. Первый автомат производит в среднем 66 % тетрапаков отличного ка-
чества, а второй – 93 %. Наудачу взятый с конвейера тетрапак оказался от-
личного качества (событие А). Найти вероятность того, что этот тетрапак 
произведен первым автоматом. 

Решение. По поводу события А имеются две (и только две) гипотезы: 

 1В  = {этот тетрапак произведен первым станком-автоматом}; 

 2В  = {этот тетрапак произведен вторым станком-автоматом}. 

По условию: 
3

1
)(,

3

2
)( 21  BРBР . 
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Условная вероятность )(
1

AРB  – это вероятность того, что тетрапак ока-

жется отличного качества (А), при условии, что он произведен первым стан-

ком-автоматом ( 1В ). По условию она равна: 66,0)(
1

AРB . 

Аналогично другая условная вероятность равна: 93,0)(
2

AРB . 

Поэтому по формуле полной вероятности для двух гипотез: 

 )()()()()(
21 21 AРBРAРBРАР BB

2 1
0,66 0,93 0,44 0,31 0,75

3 3
      . 

В данной задаче требуется найти вероятность того, что данный тетра-
пак произведен первым автоматом, при условии, что он оказался отличного 
качества. А это есть условная вероятность )( 1BРA , которую можно найти 

по формуле Байеса: 

587,0
75

44

75,0

66,0
3

2

)(

)()(
)( 11

1 






AР

AРBР
BР B

A . 

Ответ. 587,0
75

44
)( 1 BРA . 

Самостоятельная работа 

Задача 4.1.1. На кафедре прикладной оптики работают шесть мужчин 
и четыре женщины. Отдел кадров произвольно выбрал семь человек из этой 
кафедры для награждения по поводу юбилея института. Найти вероятность 
того, что среди отобранных сотрудников окажутся три женщины (собы-
тие A). 

Ответ. ( ) 0,5Р A  . 

 
Задача 4.1.2. Брошены две игральные кости. Найти вероятность следу-

ющих событий: 1А  = {сумма выпавших очков равна 7}, 2А  = {сумма выпав-

ших очков равна 8, а разность равна 4}. 

Ответ: 1
6 1

( )
36 6

Р A   ;  2
2 1

( )
36 18

Р A   . 
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Задача 4.1.3. Устройство состоит из пяти элементов, из которых 
только три в рабочем состоянии. При включении устройства включаются 
случайным образом только два элемента. Найти вероятность следующих 
событий: 1А  = {включенными окажутся рабочие элементы}, 2А  = {вклю-

ченным окажется хотя бы один рабочий элемент}. 
Ответ: 1 2( ) 0,3; ( ) 1 0,1 0,9.Р A Р A     

 
Задача 4.1.4. В коробке осталось восемь одинаковых по размеру груш: 

три желтых и пять зеленых. Наудачу из этой коробки взяты три груши. 
Найти вероятность того, что среди трех взятых груш окажется: а) одна жел-
тая; б) две желтых; в) хотя бы одна желтая груша. 

Ответ: 1 2 3
15 15 23

( ) 0,536; ( ) 0,268; ( ) 0,821.
28 56 28

Р A Р A Р A       

 
Задача 4.1.5. В круг радиуса R вписан правильный шестиугольник. По 

данному кругу произведен удачный выстрел. Найти вероятность того, что 
пуля попадет в этот шестиугольник. 

Ответ. 
π2

33
)( AР . 

 
Задача 4.1.6. В казарме находится пирамида из 10 винтовок, причем  

в этой пирамиде – четыре винтовки с оптическим прицелом, а шесть вин-
товок – без такого прицела. Вероятность того, что солдат поразит врага из 
винтовки с оптическим прицелом (гипотеза 1В ), равна 0,97; а для винтовки 

без оптического прицела эта вероятность меньше – 0,81. Солдат поразил 
врага из наудачу выбранной винтовки (событие А). Что вероятнее: он стре-
лял из оружия с оптическим прицелом или без него? 

Ответ: 1 2( ) 0,444; ( ) 0,556.А АР В Р В   Вывод: солдат вероятнее 

стрелял из винтовки без оптического прицела. 
 
Задача 4.1.7. В магазин поступила партия телевизоров со склада: 

12 штук – корейского производства, 20 штук – малайзийской сборки, 
18 штук – японской сборки. Вероятность того, что телевизор, изготовлен-
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ный в Корее, отличного качества, равна 0,9; для Малайзии – 0,6, а для Япо-
нии – 0,9. Найти вероятность того, что наудачу взятый телевизор окажется 
отличного качества (событие А). 

Ответ. 78,0)( АР . 

 

Задача 4.1.8. Для разрушения моста достаточно попадания одной авиа-

ционной бомбы. Найти вероятность того, что мост будет разрушен, если на 

него сбросить четыре авиабомбы, вероятность попадания которых равны 

0,3; 0,4; 0,6 и 0,7.  

Ответ. Вероятность примерно равна 0,95. 

 

Задача 4.1.9. Обучающийся знает 20 из 25 вопросов к экзамену. Найти 

вероятность того, что он знает заданные экзаменатором три вопроса. 

Ответ. 496,0
118

57
 . 

 

Задача 4.1.10. Обучающийся разыскивает нужную ему формулу в трех 

справочниках. Вероятность того, что нужная формула находится в первом 

справочнике, равна 0,6; для второго – 0,7 и для третьего – 0,8. Найти веро-

ятность того, что формула находится: а) только в первом справочнике; 

б) только в двух справочниках; в) во всех трех справочниках. 

Ответ:  0,188; 0,452; 0,336. 

4.2. Занятие 2 

Контрольные вопросы 

1. При каких условиях применима формула Бернулли? 

2. Записать формулу Бернулли. 

3. В каких случаях применяется локальная теорема Лапласа и как она 

записывается? 

4. В каких случаях применяется интегральная теорема Лапласа и как 

она записывается? 
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5. Что такое дискретная случайная величина и как выглядит закон рас-
пределения дискретной случайной величины? 

6. Что такое биномиальное распределение? 
7. Записать распределение Пуассона. 
8. Что такое простейший поток событий? 

Аудиторные задания 

Пример 4.2.1. Два равносильных мастера спорта играют в шахматы. 
Что вероятнее выиграть: а) одну партию из двух или две из четырех; б) не 
менее двух партий из четырех или не менее трех партий из пяти? 

Решение. В этой задаче формула Бернулли применима, так как каждая 
партия играется независимо от результатов предыдущих партий; вероят-
ность выигрыша p = 0,5 и постоянна в силу равносильности шахматистов. 
Кроме того, общее количество партий небольшое, поэтому эффект устало-
сти шахматистов не влияет на результаты. Поэтому по формуле Бернулли: 

( ) k k n k
n nP k C p q    , q = 1– p = 0,5 = р; 

а) сравниваем вероятности: 

)2()1(

16

6
5,05,0

!2!2

!4
)2(

16

8
5,05,05,02)1(

42
22222

44

111
22

PP

qpCP

qpCP

















; 

б) 4 4 4 4( 2) 1 ( 2) 1 (0) (1)P k P k P P        0 0 4 1 1 3
4 41 C p q C p q        

1 1 1 11
1 1 1 4 ;

16 2 8 16
         

5 5 5 5( 3) (3) (4) (5)P k P P P    3 3 2 4 4 0 5 5 0
5 5 5C p q C p q C p q           

= 4 5
4 5 1 1 1 16 8

5 1 ( 2) ( 3)
2 32 32 32 32 16

P k P k

           . 

Ответ: 2 4 4 5(1) (2); ( 2) ( 3).P P P k P k     
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Пример 4.2.2. В среднестатистической семье Узбекистана пятеро де-
тей. Найти вероятность того, что среди этих детей: а) два мальчика; б) не бо-
лее двух мальчиков; в) более двух мальчиков; г) не менее двух и не более 
трех мальчиков. Вероятность рождения мальчика в этот период времени 
считается равной p = 0,51. 

Решение. Задача решается по формуле Бернулли, так как она анало-
гична предыдущему примеру: 

a) 2 2 3 2 3
5 5

3 4 5
(2) 0,51 0,49 0,306

6
P С p q

 
      ; 

б) 5 5 5 5( 2) (0) (1) (2)P k P P P     0 0 5 1 1 4
5 5 5 (2)C p q C p q P        

= 5 41 0,49 5 0,51 0,49 0,306 0,028 0,147 0,306 0,481         ; 

в) 5 5( 2) 1 ( 2) 1 0, 481 0,519P k P k       ; 

г) 5 5 5(2 3) (2) (3)P k P P     3 3 2
50,306 0,51 0, 49C    =  

4 5
0,306 0,133 0,240 0,625

2


     . 

Ответ: 5 (2) 0,306P  ;    5 ( 2) 0,481P k   ;    5 ( 2) 0,519P k   ; 

 5 (2 3) 0,625P k   . 

 
Пример 4.2.3. В мирное время вероятность p рождения мальчика равна 

0,49. Найти вероятность того, что среди 100 новорожденных окажется 
ровно 50 мальчиков. 

Решение. В связи с тем, что количество испытаний (100) достаточно 
большое, в этой задаче вместо формулы Бернулли применяется локальная 
теорема Лапласа (локальная – потому, что в условии число успехов (50) 
дано со словом «ровно»): 

1
( ) φ ( ),nP k х

npq
   

где  
k np

x
npq


 . 
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У нас: n = 100, k = 50, p = 0,49, q = 0,51  100 0,49 0,51 4,999npq     , 

поэтому 200,0
999,4

)49,010050(



x , а, следовательно, по табл. П.1 прило-

жения для нахождения значений функции Лапласа φ(x) = φ(0,200) ≈ 0,391  

в итоге получается: 078,0391,0
999,4

1
)50(100 P . 

 
Пример 4.2.4. Вероятность поражения мишени при одном выстреле 

равна 0,8 и постоянна в каждом из 400 выстрелов. Найти вероятность того, 
что мишень будет поражена при 400 выстрелах: а) не менее 310 раз, но  
не более 340 раз; б) не менее 310 раз. 

Решение. В связи с тем, что количество испытаний (400) достаточно 
большое, в этой задаче вместо формулы Бернулли применяется интеграль-
ная теорема Лапласа (интегральная – потому, что в условии число успехов 
дано в виде интервала «от … до …»): 

)(Ф)(Ф);( 1221 ххkkPn  ,  

где 
npq

npk
x


 2

2 , 
npq

npk
x


 1

1 , причем значения функции Лапласа Ф(х) 

находятся с помощью табл. П.2 приложения, в которой, в частности, напи-
сано, что функция Ф(х) является нечетной функцией: 

а) имеем: n = 400,  p = 0,8,  q = 0,2   8npq   

 5,2
8

)4008,0340(
2 


x ; 25,1

8

)4008,0310(
1 


x . 

Поэтому   400(310; 340) Ф(2,5) Ф( 1,25)P     = (в силу нечетности) = 

= Ф(2,5) + Ф(1,25) ≈ 0,493 8 + 0,394 4 = 0,888 2; 

б) ,)(Ф)(Ф)400;310( 12400 ххP   

где 2
(400 320)

10
8

x


  ;   1
(310 320)

1,25
8

x


     

 400(310; 400) Ф(10) Ф(1,25) 0,5 0,394 4 0,894 4.P       
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Ответ:  400 (310; 340) 0,888 2P  ;    400(310; 400) 0,894 4.P   

Вывод. При сравнении ответа примера 4.2.3 с ответом данного примера 

можно сделать вывод: если количество успехов дано в виде интервала,  

то вероятность успеха существенно выше. 

 

Пример 4.2.5. Сложное устройство состоит из трех независимо рабо-

тающих элементов. Вероятность p отказа каждого элемента одинакова  

и равна 0,1. Составить закон распределения числа отказавших элементов  

в одном испытании. 

Решение. Пусть дискретная случайная величина Х = {число отказав-

ших элементов из трех имеющихся в одном испытании}. 

Все возможные значения данной случайной величины таковы: 

1 2 3 40, 1, 2, 3.х х х х     

При описанных в тексте задачи условиях применима формула Бер-

нулли: 

729,09,011)0( 3300
33  qpCP ; 

1 2 2
3 3(1) 3 0,1 0,9 0,243P C p q       ; 

2 2 2
3 3(2) 3 0,1 0,9 0,027P C p q       ; 

3 3 0 3
3 3(3) 1 0,1 1 0,001P C p q       . 

Проверка: 0,729 + 0,243 + 0,027 + 0,001 = 1 (точно). 

Ответ. Закон распределения: 

 

 
Пример 4.2.6. Книга издана тиражом 100 000 экземпляров. Вероят-

ность того, что отдельно взятая книга неправильно сброшюрована, равна 

0,000 1. Найти вероятность того, что весь тираж содержит: а) равно 10 бра-

кованных книг; б) от 8 до 10 бракованных книг. 

Х 0 1 2 3 

P 0,729 0,243 0,027 0,001 
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Решение. Число испытаний n = 100 000 достаточно большое, а вероят-

ность p = 0,000 1 очень маленькая, поэтому применимо распределение 

Пуассона: 
λλ

( )
!

k

n
e

P k
k


 , где λ = n ∙ p = 100 000 ∙ 0,000 1 = 10: 

a) в первом случае: 

10 10 10

100 000
10 (10 ) 453 999,298 4

(10) 0,12511
10! 10! 3 628 800

e e
P


    ; 

б) во втором:  

5 5 5100 000 10 10 10
(8 10) (8) (9) (10)P k P P P     , 

где  5

8 10 8

210

10 (10 )
(8) 0,112 599

8! 8!

e e
P

e


  


; 

5

9 10 9 1

10

10 (10 ) 45 399,929 84
(9) 0,12511

9! 9! 362 880

e e e
P

  
    ; 

510
(10) 0,12511P  . 

Поэтому при сложении получается: 510
(8 10) 0,362 82P k   . 

Ответ: 100 000 (10) 0,12511P  ;   510
(8 10) 0,362 82P k   . 

 

Пример 4.2.7. Среднее число вызовов Яндекс.Такси, поступающих 

диспетчеру (по телефону 383-00-00) за одну минуту, равно трем. Найти ве-

роятность того, что за 120 секунд поступит: а) четыре вызова; б) менее че-

тырех вызовов; в) не менее четырех вызовов. 

Решение. Имеет место простейший поток событий (вызов такси), по-

этому по формуле Пуассона: 
λ(λ )

( )
!

k t

t
t e

P k
k


 , где по условию: λ	= 3,  

t = 120 с (секунды переводим в минуты, так как в начале условия время дано 

в минутах):  t = 2 мин, поэтому: 

λ 6(λ ) 6
( )

! !

k t k

t
t e e

P k
k k

  
  ; 
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а) в первом случае:  

4 6

2 6 6

6 36 36 54
(4) 0,133 85

4! 24

e
P

e e

 
   


; 

б) во втором:  

2 2 2 2 2( 4) (0) (1) (2) (3)P k P P P P       

0 6 1 6 2 6 3 66 6 6 6

0! 1! 2! 3!

e e e e      
     6

6

61
(1 6 18 36) 0,151 20;e

e
       

в) в третьем случае: 

2 2( 4) 1 ( 4) 1 0,151 20 0,848 80P k P k       . 

Ответ:  2 2 2(4) 0,133 85; ( 4) 0,151 20; ( 4) 0,848 80.P P k P k      

Самостоятельная работа 

Задача 4.2.1. Среднее число вызовов машины скорой помощи, посту-
пающих в минуту, равно двум. Найти вероятность того, что за 240 секунд 
поступит: а) два вызова; б) менее трех вызовов; в) не менее трех вызовов. 

Ответ: 4 4 4(2) 0,010 7; ( 3) 0,012 3; ( 3) 0,987 7.P P k P k      

 
Задача 4.2.2. Вероятность поражения мишени при одном выстреле 

равна 0,8. Найти вероятность того, что при 100 выстрелах стрелок поразит 
мишень ровно 75 раз. 

Краткое решение.  Здесь: n = 100, k = 75, p = 0,8, q = 0,2, 
(75 80)

4, 1,25
4

k np
npq x

npq

 
     , с учетом того, что функция φ (x) – 

это четная функция (табл. П.1 приложения): 

φ (x) = φ (–1,25) = φ (1,25) ≈ 0,182 6 → 100
1

(75) 0,182 6 0,045 65
4

P    . 

Замечание. Обучающимся необходимо представить полное решение 
этой задачи. 

Ответ. Вероятность равна 0,045 65. Вывод: довольно маленькая веро-
ятность для достижения конкретного числа (75) успехов. 
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Задача 4.2.3. Вероятность поражения мишени при одном выстреле 
равна 0,7 и постоянна в каждом из 200 выстрелов. Найти вероятность того, 
что мишень будет поражена при 200 выстрелах: а) не менее 120 раз, но  
не более 160 раз; б) не менее 160 раз; в) ровно 140 раз. 

Ответ: а) 0,986; б) 0,007; в) 0,062. 
 

Задача 4.2.4. В партии 10 % бракованных изделий. Наудачу отобраны 
четыре изделия. Написать биноминальный закон распределения дискрет-
ной случайной величины Х – числа бракованных изделий среди четырех 
отобранных. 

Ответ: 
 
 

Задача 4.2.5. Устройство состоит из 1 000 простейших элементов, ра-
ботающих независимо друг от друга. Вероятность отказа любого элемента 
в течение недели равна 0,02. Найти вероятность того, что за неделю отка-
жут ровно три простейших элемента. 

Ответ. 1000 (3) 0,18.P   

4.3. Занятие 3 

Контрольные вопросы 

1. Как находится математическое ожидание дискретной случайной ве-
личины? 

2. Запишите свойства математического ожидания. 
3. Как находится дисперсия и среднеквадратическое отклонение дис-

кретной случайной величины? 
4. Запишите свойства дисперсии. 

Аудиторные задания 

Пример 4.3.1. Найти математическое ожидание М (Х) дискретной слу-
чайной величины Х, которая задана законом распределения: 

Х 0 1 2 3 4 
P 0,656 1 0,291 6 0,048 6 0,003 6 0,000 1 

а) Х –4 6 10 
P 0,2 0,3 0,5 

б) Х 0,21 0,54 0,61 
P 0,1 0,5 0,4 
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Решение: 

а) M (Х) = –4∙0,2 + 6∙0,3 + 10∙0,5 = 6; 

б) аналогично: M (Х) = 0,535. 

 

Пример 4.3.2. Найти математическое ожидание М (Z), если известно: 

а) Z = X + 2Y, М (Х) = 5, М (Y) = 3; б) Z = 3X + 4Y, М (Х) = 2, М (Y) = 6. 

Решение:  

a) используя свойство линейности математического ожидания:  

М (Z) = М (Х + 2Y) = М (Х) + 2 М (Y) = 5 + 6 = 11; 

б) аналогично:  

М (Z) = М (3Х + 4Y) = 3М (Х) + 4 М (Y) = 6 + 24 = 30. 

 

Пример 4.3.3. Дан перечень всех возможных значений дискретной 

случайной величины Х: 1 2 31, 0 , 1х х х    ; кроме этого, известны: 

М (Х) = 0,5; .9,0)( 2 ХМ  Найти вероятности 1 2 3, ,р р р . Записать закон 

распределения. 

Решение. По формуле для нахождения математического ожидания  

и с учетом данных из условия получается система трех уравнений: 

1 2 3

2

1

( ) 0,1

( ) 0,9

p p p

M Х

M X

   



  9,010)1(

1,0101

1

3
22

1
2

31

321






pp

pp

ppp

12

1,0

1

3

31

312






p

pp

ppp

.5,0

;4,0

;1,0

3

1

2





p

p

p

 

Ответ. Закон распределения: 
 
 

Пример 4.3.4. Найти М (Х), если Х = {число таких бросаний пяти иг-

ральных костей, в каждом из которых на двух костях появляется по еди-

нице, причем общее число бросаний n = 20}. 

Решение. По свойствам математического ожидания: М (Х) = n ∙ P, где 

n = 20, а вероятность P находится по формуле Бернулли: 

Х –1 0 1 
P 0,4 0,1 0,5 
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5

4

5

332
322

55
6

5
2

6

5

2

54

6

5

6

1

!3!2

!5
)2( 



















 qpCPP   

 215,3
6

5
8

6

5
220)(

5

5

4







 PnXM . 

 

Пример 4.3.5. Случайные величины X и Y независимы. Найти диспер-

сию D(Z), если Z = 3Х + 2Y,  D(X) = 5,  D(Y) = 7. 

Решение. Случайные величины 3X и 2Y тоже независимы, поэтому по 

свойствам дисперсии: 

D(Z) = D(3X + 2Y) = D(3X) + D(2Y) = 32 ∙ D(X) + 22 ∙ D(Y) = 9 ∙ 5 + 4 ∙ 7 = 73. 

 

Пример 4.3.6. Найти дисперсию D(Х) 

и среднеквадратическое отклонение σ(Х), 

если дан закон распределения случайной величины. 

Решение. По свойствам дисперсии: 222 )]([)()()(σ XMXMXDХ  . 

Закон распределения для случайной 

величины 2Х  составляется так: 

Поэтому: 

)( 2ХМ  = 25∙0,4 + 4∙0,3 + 9∙0,1 + 16∙0,2 = 10 + 1,2 + 0,9 + 3,2 = 15,3. 

Далее:  

М(Х) = –5 ∙ 0,4 + 2 ∙ 0,3 + 3 ∙ 0,1 + 4 ∙ 0,2 = –2 + 0,6 + 0,3 + 0,8 = –0,3  

D(X) = 2σ ( )Х  = 15,3 – (–0,3)2 = 15,21  9,321,15)(σ Х . 

Ответ:  D(X) = 15,21;  9,3)(σ Х . 

 

Пример 4.3.7. Найти D(X), если Х = {число отказов элемента устрой-

ства в двух независимых опытах}, при условии, что вероятность отказа  

в каждом опыте постоянна и математическое ожидание М(Х) = 1,2. 

Решение. По свойствам дисперсии: D (X) = n ∙ p ∙ q. 

Х –5 2 3 4 
P 0,4 0,3 0,1 0,2 

2Х  25 4 9 16 
P 0,4 0,3 0,1 0,2 
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По свойствам математического ожидания: 

М(Х) = n ∙ p = М(Х) = 1,2 = n ∙ p = 2 ∙ p  p = 0,6  q = 0,4  

D (Х) = n ∙ p ∙ q = 2 ∙ 0,6 ∙ 0,4 = 0,48. 

 
Пример 4.3.8. Дискретная случайная величина Х принимает только два 

возможных значения 21 и хх , причем 21 хх  . Вероятность 1р  для 1x  

равна 0,6. Найти закон распределения, если математическое ожидание 
М(Х) = 1,4, а дисперсия D(X) = 0,24. 

Решение. Имеем: 1р  + 2 1р    2 1р   – 0,6 = 0,4. 

Осталось найти 1x  и 2x . При этом закон рас-

пределения для случайной величины 2Х  пред-
ставлен в табличной форме. 

Далее получается система двух уравнений для двух неизвестных: 








24,0)(

4,1)(

ХD

XM

24,0)(

4,14,06,0 21




XD

xx
. 

Учитывая следующее:  











96,14,1)]([

4,06,0)(

22

2
2

22
1

XM

xxXM
 

  24,096,14,06,0)]([)()( 2
2

2
1

22 xxXMХМXD  












2,24,06,0

4,14,06,0
2
2

2
1

21

хх

хх

2246

1446
2
2

2
1

21





xx

xx

1123

5,15,3
2
2

2
1

12





xx

хx
  











12

2
1

2
1

5,15,3

11)5,15,3(23

хх

хх

12

2
11

2
1

5,15,3

11)25,25,1025,12(23

хх

ххх




  











12

1
2
1

5,15,3

05,13215,7

хх

хх

12

1

5,15,3
15

621

15

40544121

хх

x









  

2Х  
2

1x  2
2x  

P 0,6 0,4 
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 







2

1

2

1

х

х
или 








8,0

8,1

2

1

х

х
, однако, по условию 21 хх  , следовательно, в от-

вет пойдет первый вариант. 

Ответ: 
 

Самостоятельная работа 

Задача 4.3.1. Дискретная случайная величина Х принимает только три 

возможных значения: 41 х  с вероятностью 5,01 р ; 62 х  с вероятностью 

3,02 р  и 3х  с вероятностью 3р . Найти закон распределения, если известно 

математическое ожидание М (Х) = 8. 

Ответ: 
 

 
Задача 4.3.2. Известны все возможные значения дискретной случай-

ной величины Х: 1 2 31, 2 , 3х х х   . Кроме этого, даны М(Х) = 2,3; 

2( )М Х  = 5,9. Найти закон распределения. 

Ответ: 
 

 
Задача 4.3.3. Устройство состоит из восьми элементов. Вероятность 

отказа любого элемента в течении опыта равна p = 0,1. Найти математиче-

ское ожидание числа таких опытов, в каждом из которых откажет ровно два 

элемента, если всего произведено 30 опытов, которые не зависят друг от 

друга. 

Ответ. 464,4)( XM . 

 
Задача 4.3.4. Случайные величины X и Y независимы. Найти D(Z), если 

Z = 2Х + 3Y,   D(X) = 2,   D(Y) = 6. 

Ответ. D(Z) = 62. 

 

Х 1 2 
P 0,6 0,4 

Х 4 6 21 
P 0,5 0,3 0,2 

Х 1 2 3 
P 0,2 0,3 0,5 
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Задача 4.3.5. Найти D(Х) и σ(Х), если дан 
закон распределения. 

Ответ:  D(X) = 8,545;  σ(X) = 2,923. 

 
Задача 4.3.6. Дискретная случайная величина Х принимает только два 

возможных значения 21 и хх , причем 21 хх  . Вероятность 1р  для 1x

равна 0,2. Найти закон распределения, если М (Х) = 2,6 и σ (Х) = 0,8. 

Ответ: 
 
 

4.4. Занятие 4 

Контрольные вопросы 

1. Запишите неравенство Чебышева. 

2. Что такое непрерывная случайная величина и как задается ее функ-

ция распределения? 

3. Каковы свойства функции распределения? 

4. Что называется плотностью распределения вероятностей непрерыв-

ной случайной величины, и каковы ее свойства? 

5. Как можно найти функцию распределения, если задана плотность 

распределения? 

6. Как определяются числовые характеристики непрерывной случай-

ной величины? 

7. Что такое нормальное распределение и как выглядит нормальная 

кривая? 

 
Пример 4.4.1. Вероятность p появления «решки» в каждом из 100 не-

зависимых бросаний постоянна и равна 0,5. Используя неравенство Чебы-

шева, оценить вероятность того, что случайная величина Х = {число «ре-

шек» в этих 100 бросаниях} будет заключена в пределах от 40 до 60. 

Решение. По свойствам математического ожидания: М  (Х) = n ∙ P = 50. 

Х 4,3 5,1 10,6 

P 0,2 0,3 0,5 

Х 1 3 
P 0,2 0,8 
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По свойствам дисперсии: D(X) = n ∙ p ∙ q = 50 ∙ 0,5 = 25. По условию 
случайная величина Х должна находиться в пределах от 40 до 60, то есть 
середина этого интервала есть 50, а разброс (влево, вправо) равен ε = 10. 

Далее в соответствии с неравенством Чебышева: 

  .75,0
100

25
1

ε

)(
11050)6040(

2


XD
ХРХР  

Вывод: оцениваемая вероятность – не менее 0,75. 
 
Пример 4.4.2. В осветительную сеть параллельно включены двадцать 

ламп. Вероятность того, что за сутки лампа будет включена, равна 0,8. Ис-
пользуя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что абсолютная 
величина разности между числом включенных ламп и средним числом (ма-
тематическим ожиданием) включенных ламп за сутки: а) будет меньше 
трех; б) будет не меньше трех. 

Решение. Пусть дискретная случайная величина Х задана так: 

Х = {число включенных ламп за сутки}. 

По свойствам математического ожидания: М (Х) = n ∙ р = 20 ∙ 0,8 = 16;  
а по свойствам дисперсии: D(X) = n ∙ p ∙ q = 16 ∙ 0,2 = 3,2. Далее по неравен-
ству Чебышева: 

а)   поэтому,64,0
3

2,3
1316

2
ХР  

б)     .36,064,013161316  ХРХР  

 
Пример 4.4.3. Случайная величина Х задана на всей числовой прямой 

своей функцией распределения: xxF arctg
π

1

2

1
)(  . Найти вероятность 

того, что в результате испытания величина Х примет значение, заключен-
ное в интервал (0; 1). 

Решение. В соответствии со свойствами функции распределения не-
прерывной случайной величины: P (а < X < b) = F (b) – F (a), при этом 
b = 1, а = 0, значения функции распределения: 
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1 1 1 1 π
(1) arctg1 0,75

2 π 2 π 4
F       ; 

1 1
(0) arctg 0 0,5

2 π
F    . 

Ответ. P(0 < Х < 1) = 0,25. 
 
Пример 4.4.4. Задана функция распределения непрерывной случайной 

величины Х: 

2

0 при 0;

( ) при0 1;

1 при 1.

x

F x х x

x




  
 

 

Найти вероятность того, что в результате четырех независимых испы-
таний величина Х ровно 3 раза примет значение из интервала (0,25; 0,75). 

Решение. В этой задаче есть повторение испытаний (четыре раза), по-
этому по формуле Бернулли: 

3 3 3 3
4 4

4!
(3) 4 (1 )

3! 1!
Р С p q p q p p         


. 

Найдем p = P (0,25 < X < 0,75) = F (0,75) – F (0,25). 

По условию: F (0,75) = 2

0,75

9

16х
х


 ; F (0,25) = 2

0,25

1

16х
х


 ; поэтому 

p = F (0,75) – F (0,25) = 
9 1 1 1

16 16 16 2
   . 

Следовательно,  
3

4
1 1 1

(3) 4 4 0,25
2 2 16

P        
 

. 

Ответ. 0,25. 
 
Пример 4.4.5. Задан закон распределения 

дискретной случайной величины. Найти функцию 
распределения F(x) этой случайной величины. 

Х 2 4 7 

P 0,5 0,2 0,3 
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Решение. В соответствии с определением функция распределения за-
дается так: F(x) = P(X < x).  

Получается несколько интервалов: 

а) если x ≤ 2  F(x) = 0; 

б) если 2 < x ≤ 4  F(x) = 0,5; 

в) если 4 < x ≤ 7  F(x) = P(X < x) = P(X < 4) + P(4 < Х ≤ 7) = 0,5 + 0,2 = 0,7; 

г) если x > 7  F(x) = P(X < x) = P(X < 4) + P(4 ≤ Х < 7) + P(7 ≤ Х < х) =  

= 0,5 + 0,2 + 0,3 = 1, поэтому: 

0 при 2;

0,5 при 2 4;
( )

0,7при 4 7;

1 при 7.

x

x
F x

x

х


     
 

 

 
Пример 4.4.6. Дана функция распределения F (x) непрерывной случай-

ной величины:  

0 при 0;

( ) sin при 0 π 2;

1 при π 2.

x

F x x x

x


  
 

 

Найти плотность распределения f (x). 
Решение. По определению плотности распределения: 















.2πпри0

;2π0приcos

;0при0

)()(

x

xx

x

xFxf  

Причем f (0) не существует, так односторонние пределы слева и справа 
от нуля не равны между собой: )0()0(  FF . 

 
Пример 4.4.7. Известна плотность распределения непрерывной слу-

чайной величины: )3π;0(),3(sin
3

2
)(  xxxf ; и f (x) = 0 для всех осталь-
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ных x. Найти вероятность того, что случайная величина Х примет значение, 
принадлежащее интервалу (π/6; π/4). 

Решение. По свойствам плотности распределения непрерывной слу-
чайной величины имеем: 

 
4/π

6/π

4/π

6/π

4/π

6/π

)3(cos
9

2
)3sin(

3

2
)())4/π;6/π(( xdxxdxxfХР  

9

2

2

2

9

2

2

π
cos

4

π3
cos

9

2







  . 

Ответ. 
9

2
. 

 
Пример 4.4.8. Дана плотность распределения f (x) непрерывной слу-

чайной величины. Найти функцию распределения, если: 

]2π;0(,0)(];2π;0(,cos)(  xxfxxxf . 

Решение. По формуле для восстановления функции распределения: 





x

udufxF )()( . 

Здесь имеется несколько вариантов: 
a) если х ≤ 0, то f (u) = 0, поэтому F (x) = 0 на (–∞; 0]; 
б) если 0 < x ≤ π/2, то f (u) = 0 на (–∞;0) и f (u) = сos u на (0; x], поэтому 

0

0
0

( ) 0 cos 0 sin sin sin 0 sin ;
x

x
F x du u du u x x


         

в) если x> π /2, то  

20
2

0
0 2

( ) 0 cos 0 sin sin ( / 2) sin 0 1.
х

F x du u du du x




 
           
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Ответ.  

0 при 0;

( ) sin при 0 π 2;

1 при π 2.

x

F x x x

x


  
 

 

 
Пример 4.4.9. Известна плотность распределения f (x) непрерывной 

случайной величины X. Найти M (X) и ϭ (X), если: 

)π;0(,0)();π;0(,sin
2

1
)(  xxfxxxf . 

Решение. По определению математического ожидания непрерывной 
случайной величины: 

 




π

0

sin
2

1
)()( dxxxxdxfxXM . 

Для нахождения последнего интеграла первого класса применим метод 
интегрирования по частям: 

1 1
, , sin cos

2 2
U x d U d x d V x d x V d V x         


π π

π π
0 0

0 0

1
( ) cos cos

2 2

x
M X U V VdU x xdx         

π
0

1 π π
0 sin 0 0 .

2 2 2 2
x


        

То есть математическое ожидание найдено: .
2

π
)( ХМ  

Тогда дисперсия: 

 





 





π

0

2
22 sin

2

1

2

π
)()]([)(σ xdxxxdxfXMxXD . 

В этом интеграле тоже применяется метод интегрирования по частям: 

2
1 1

, (2 π) , sin , cos
2 2 2

U x dU x dx dV xdx V x
         

 
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   





 






 

π

0

π

0

π
0

2
π
0

cos
2

π
cos

2

π

2

1
)( xdxxхxVdUVUXD  

   00cos
4

π
sin

2

π
cos

8

π

8

π π

0

π

0

2
π
0

2

xdxxxxdxx
2π

0

π
cos

4
x xdx  . 

К последнему интегралу применим метод интегрирования по частям: 
U = x,   dU = dx,   dV = cos x dx,  V = sin x, поэтому 

  
π

0

π

0

2
π
0

2
π
0 4

π
sinsin

4

π
)( xdxxxVdUVUXD  

.2
4

π

4

π
cos00

22
π
0

 x  

Ответ: 
2π π

( ) ; σ 2
2 4

M X    . 

 
Пример 4.4.10. Дана функция F(x) нормального распределения: 

dxexF
x x








2

18

)2(

π23

1
)( .  

Найти M(Х) и D(Х). 
Решение. Для непрерывной случайной величины функция распределе-

ния выражается через плотность распределения следующим образом: 





x

dxxfxF )()( . 

Следовательно, можно найти плотность распределения f (x) и сравнить 
ее со стандартной записью плотности нормального распределения: 

)σ2(

)(

18

)2(
2

22

π2σ

1

π23

1
)(

axx

eexf



 . 
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Из полученного равенства следует: 

σ  = 3;   а = 2;   M (X) = a = 2;   D (X) = σ 2 = 9. 

Ответ:  M(X) = 2; D(X) = 9. 
 
Пример 4.4.11. Случайная величина X распределена нормально, при-

чем M  (X) = 20, D (X) = 25. Найти вероятность того, что в результате испы-
тания величина X примет значение из интервала (15; 25). 

Решение. По свойствам нормального распределения вероятность по-
падания в заданный интервал находится так: 







 







 

 )1(Ф)1(Ф
5

2015
Ф

5

2025
Ф)βα( XP   

= (так как Ф (х) – нечетная функция) = 2Ф (1) = (по табл. П.2 приложения) = 

= 2 ∙ 0,341 3 = 0,682 6. 

Ответ. 0,682 6. 

Самостоятельная работа 

Задача 4.4.1. Непрерывная случайная величина Х задана своей функ-
цией распределения: 






















.
3

1
при1

;
3

1
1при

4

3

4

3

;1при0

)(

x

xx

x

xF  

Найти вероятность того, что величина Х примет значение из интер-
вала (0; 1/3). 

Ответ. P (0 < Х < 1/3) = 0,25. 
 
Задача 4.4.2. Задан закон распределения 

дискретной случайной величины Х. Найти функ-
цию распределения и построить ее график. 

Х 3 4 7 10 

P 0,2 0,1 0,4 0,3 
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Ответ.  























.10при1

;107при7,0

;74при3,0

;43при2,0

;3при0

)(

х

x

x

x

x

xF  

 
Задача 4.4.3. Найти плотность распределения непрерывной случайной 

величины, если известна ее функция распределения: 















.4πпри0

;4π0при)2(sin

;0при0

)(

x

xx

x

xF  

Ответ. f (x) = 2 cos (2x), 0 < x < π/4, а для всех остальных х: f (x) = 0. 
 
Задача 4.4.4. Задана плотность распределения непрерывной случайной 

величины: );0(,0)(,0α),;0(,α)( α   xxfxexf x . Найти вероят-

ность того, что случайная величина Х примет значение из интервала (1; 2). 

Ответ. 2αα   ee . 
 
Задача 4.4.5. Задана плотность распределения f (x). Найти соответству-

ющую ей функцию распределения F (х), если: 

]2π;0(,0)(];2π;0(,sin)(  xxfxxxf . 

Ответ. 














.2πпри1

;2π0приcos1

;0при0

)(

x

xx

x

xF  

 
Задача 4.4.6. Известна плотность распределения f (x) непрерывной 

случайной величины X. Найти M (X) и D (X), если: 

)2/π;0(,0)();2/π;0(,cos)(  xxfxxxf . 
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Ответ:  
π

( ) 1; ( ) π 3
2

M X D X    . 

 
Задача 4.4.7. Найти M (Х) и D (Х), если задана плотность нормального 

распределения: xdexf
x 2

50

)3(

π25

1
)(



 . 

Ответ:  M (X) = 3;  D (X) = 25. 
 
Задача 4.4.8. Случайная величина X распределена нормально, причем 

M (X) = 10, D (X) = 4. Найти вероятность того, что в результате испытания 
величина X примет значение из интервала (12; 14). 

Ответ. (12 14) 0,135 9P X   . 

4.5. Занятие 5 

Контрольные вопросы 

1. Что такое выборка, какие бывают выборки? 
2. Что такое статистическое распределение выборки? 
3. Что называется эмпирической функцией распределения, каковы ее 

свойства? 
4. Что такое полигон частот (полигон относительных частот)? 
5. Что такое гистограмма частот (гистограмма относительных частот) 

и как ее построить? 

Аудиторные задания 

Пример 4.5.1. Найти распределение отно-
сительных частот, если выборка задана в виде 
распределения частот. 

Решение. Найдем объем выборки:   10532inn n = 10. 

Относительные частоты: 5,0
10

5
;3,0

10

3
;2,0 32

1
1  ww

n

n
w . 

Контроль:  0,2 + 0,3 + 0,5 = 1. 

хi 3 5 10 
ni 2 3 5 
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Ответ. 
 
 
Пример 4.5.2. Найти эмпирическую функ-

цию распределения, если известно распределе-
ние частот. 

Решение. Эмпирической функцией распределения называется функ-

ция  
n

n
xF x)(* , где xn  – частота появления события А = {X < x}. 

Объем выборки: 50201020 n . Далее: 
а) так как наименьшая варианта равна 2, а наибольшая равна 7, то  

по свойствам эмпирической функции распределения )(* xF  = 0 при x ≤ 2  

и )(* xF  = 1 при x >7; 

б) при X < 4, значение 1x  = 2 наблюдалось 20 раз, поэтому 

4,0
50

20
)(* 

n

n
xF x  при 2 < x ≤ 4; 

в) в интервал X < 7 попадают два значения: 1х  = 2 (с частотой 20 раз)  

и 2х  = 4 (с частотой 10 раз), то есть X < 7 наблюдалось 20 + 10 = 30 = xn  раз, 

поэтому 6,0
50

30
)(* 

n

n
xF x  при 4 < x ≤ 7. 

Ответ. 


















.7при1

;74при6,0

;42при4,0

;2при0

)(*

х

x

x

x

xF  

 
Пример 4.5.3. Построить полигон частот 

по данному распределению выборки. 

Решение. По оси абсцисс откладываются варианты: 4321 ,,, xxxx ; а по 

оси ординат – их частоты. Точки );( ii nx  соединяются ломаной линией – 

это и есть полигон частот. Обучающимся придется построить чертеж само-
стоятельно. 

 

хi 3 5 10 
wi 0,2 0,3 0,5 

хi 2 4 7 
ni 20 10 20 

ix  2 4 7 8 

in  10 20 12 8 
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Пример 4.5.4. Построить полигон относи-

тельных частот по данному распределению вы-

борки. 

Решение. Найдем объем выборки: .20  inn  

Относительные частоты: 

1,0
20

2
;2,0

20

4
;15,0 32

1
1  ww

n

n
w ; 

.45,0
20

9
;1,0 5

4
4  w

n

n
w  

Далее строится полигон относительных частот. По оси абсцисс откла-

дываются варианты: 4321 ,,, xxxx ; а по оси ординат – их частоты. 

Точки );( ii wx  соединяются ломаной линией – это и есть полигон частот. 

Обучающимся придется построить чертеж самостоятельно. 

 
 Пример 4.5.5. Построить гисто-

грамму частот по данному распределе-

нию выборки объема n = 100. 

Решение. Найдем h – длину любого 

из интервалов: h = 5 – 1 = 4. 

Находим плотности частот: 

.3,2;5,12;5,2,5 54321 
h

n

h

n

h

n

h

n

h

n
 

На оси абсцисс откладываются все частичные интервалы, а на этих ин-

тервалах достраиваются прямоугольники высотой, равной соответствую-

щей плотности частоты. Получается гистограмма частот. 

Замечание. Обучающимся нужно самостоятельно построить эту гисто-

грамму и проверить, что сумма площадей всех прямоугольников равна 100 

(объему выборки). 

 

ix  2 4 5 7 10 

in  3 4 2 2 9 

Частичный 
интервал 

Сумма частот 
вариант интервала 

1–5 20 
5–9 10 

9–13 50 
13–17 8 
17–21 12 
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Пример 4.5.6. Из генеральной совокупности известна выборка объема 
n = 50. Найти несмещенную оценку генеральной средней, а также найти 
выборочную и исправленную дисперсии. 

Решение. 1. По свойствам выборочной средней несмещенной оценкой 
генеральной средней является выборочная средняя: 

1 1 2 2 3 3 4 4
В

( ) (36 40 66 171)
6,26

50

x n x n x n x n
х

n

         
   . 

2. Дисперсия (первый способ): 

 
2 2 2 222 21 1 2 2 3 3 4 4

B В В
( )

( ) (6,26)
x n x n x n x n

D x х
n

      
      

2 2 2 2(3 12 5 8 6 11 9 19)
39,187 6

50

      
    

(108 200 396 1539)
39,187 6

50

  
    

2 243
39,187 6 44,86 39,187 6 5,672 4

50
     . 

3. Дисперсия (второй способ): 

2 2 2 2
1 В 1 2 В 2 3 В 3 4 В 4

B
( ) ( ) ( ) ( )x x n x x n x x n x x n

D
n

          
   

2 2 2 2(3 6,26) 12 (5 6,26) 8 (6 6,26) 11 (9 6,26) 19

50

          
   

10,627 6 12 1,587 6 8 0,067 6 11 7,507 6 19

50

      
   

127,531 2 12,700 8 0,743 6 142,644 4

50

  
 

283,62
5,672 4

50
 , 

что совпадает абсолютно точно с первым способом. 
4. Исправленная дисперсия: 

2
B

50
5,672 4 5,788 2

1 49

n
S D

n
    


. 

Ответ:  2
В B6,26; 5,672 4; 5,788 2х D S   . 
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Пример 4.5.7. Найти выборочную сред-
нюю, если известно распределение выборки 
объема n = 100.  

Решение. Первоначальные варианты 

ix  – большие числа, поэтому перейдем  

к условным вариантам: iu  = ix  – 1 380, в ре-

зультате чего получим следующее распределение условных вариант. 

Тогда В В1380х u  , где В
( 30 3 0 5 40 2)

1
10

u
     

   , поэтому 

В 1379х  . 

Ответ. В 1379х  . 

 
Пример 4.5.8. По выборке объема n = 51 найдена смещенная оценка 

ВD  = 4 генеральной дисперсии. Найти несмещенную оценку дисперсии ге-

неральной совокупности. 
Решение. По свойствам выборочной дисперсии искомая несмещенная 

оценка равна исправленной дисперсии: 08,44
50

51

1 B
2 


 D

n

n
S . 

Ответ. 08,42 S . 

 
Пример 4.5.9. В итоге пяти измерений прибором длины недоступного 

объекта получены следующие результаты (без систематических ошибок): 
92 мм; 94 мм; 103 мм; 105 мм; 106 мм. Найти: 

1) выборочную среднюю длину объекта; 
2) выборочную и исправленную дисперсии ошибок прибора. 
Решение. 1. Используем технологию решения примера 4.5.7 для нахож-

дения выборочной средней: 

В
(0 2 11 13 14)

92 100.
5

х
   

    

2. Выборочная дисперсия (первый способ): 

  


 25
2
54

2
43

2
32

2
21

2
12

ВВ
2

B 100
)(

)(
n

nxnxnxnxnx
хxD  

ix  1 350 1 380 1 420 

in  3 5 2 

iu  –30 0 40 

in  3 5 2 
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= (в этом примере все частоты у вариант одинаковы и равны единице) = 

2 2 2 2 2(92 1 94 1 103 1 105 1 106 1)
10 000

5

        
    

(8 464 8 836 10 609 11025 11 236)
10 000

50

   
    

50170
10 000

50
   

10 034 10 000 34   . 

3. Выборочная дисперсия (второй способ): 








5

1

222
2

В
B )100103()10094()10092[(

5

1)(

i

i

n

хx
D  

34170
5

1
]362593664[

5

1
])100106()100105( 22  , 

что совпадает абсолютно точно с первым способом. 

4. Исправленная дисперсия: 5,4234
4

5

1 B
2 


 D

n

n
S . 

Ответ:  .5,42;34;100 2
BВ  SDх  

 
Пример 4.5.10. Найти выборочную дисперсию по данному распреде-

лению выборки объема n = 10. 
Решение. Так как варианты ix  – большие 

числа, поэтому перейдем к условным вариан-
там: iu  = ix  – 192.  

В итоге получим распределение условных вариант. 
При этом дисперсии будут одинаковы (по свойствам дисперсии): 

 ]2305)6(2[1,0][)( 2222
В

2
B иuuD  

.04,8
100

36

10

84
)]2305)6(2(1,0[ 2   

Ответ. 04,8)(B xD . 

iu  –6 0 2 

in  2 5 3 
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Пример 4.5.11. Найти выборочную и ис-

правленную дисперсии по данному распреде-

лению выборки. 

Решение. Найдем объем выборки: 2 3 5 10in n     . 

Для того чтобы избежать действий с дробями, перейдем к условным 

вариантам: iu  = 100ꞏ ix . При этом по свойствам дисперсии выборочные дис-

персии связаны так: 
2

B
B

100

)(
)(

uD
xD  . 

Имеем распределение условных вариант. 
Выборочная дисперсия: 

2 2 2 2 2 2
B В В( ) [ ] 0,1 [2 1 3 5 5 9 ] [0,1 (2 1 3 5 5 9)]D u u и                  

248,2 6,2 9,76.    

Тогда B 2

9,76
( ) 0,000 976

100
D x   , а исправленная дисперсия: 

2
B

10
( ) 0,000 976 0,001

1 9

n
S x D

n
    


. 

Ответ: 2
B ( ) 0,000 976; ( ) 0,001D x S x  . 

Самостоятельная работа 

Задача 4.5.1. Выборка задана в виде рас-
пределения частот. Найти распределение отно-
сительных частот. 

Ответ: 
 

 
Задача 4.5.2. Найти эмпирическую функ-

цию распределения, если известно распределе-
ние частот. 

ix  0,01 0,05 0,09 

in  2 3 5 

iu  1 5 9 

in  2 3 5 

ix  3 6 8 14 

in  4 1 10 5 

ix  3 6 8 14 

iw  0,20 0,05 0,5 0,25 

ix  3 6 8 

in  2 3 5 
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Ответ. 

0 при 3;

0,2 при 3 6;
*( )

0,5 при 6 8;

1 при 8.

x

x
F x

x

х


     
 

 

 

Задача 4.5.3. Построить полигон ча-

стот по данному распределению выборки. 

 

Задача 4.5.4. Построить полигон от-

носительных частот по данному распреде-

лению выборки. 

 

Задача 4.5.5. Построить гистограмму частот по данному распределе-

нию выборки объема n = 50. 
 

Частичный 
интервал 

Сумма частот 
вариант интервала 

3–8 4 
8–13 6 

13–18 5 
18–23 10 
23–28 25 

 

Задача 4.5.6. Из генеральной совокуп-

ности извлечена выборка объема n = 100. 

Найти несмещенную оценку генеральной 

средней, а также найти выборочную и исправленную дисперсии. 

Ответ:  2
В B6,23; 12,797 1; 12,926х D S   . 

 

Задача 4.5.7. Найти выборочную сред-

нюю, если известно распределение вы-

борки объема n = 20. 

Ответ. 5,3708В х . 

 

ix  1 3 5 7 

in  15 10 20 5 

ix  2 4 5 8 10 

in  3 5 6 4 2 

ix  1 2 5 8 10 

in  10 24 11 20 35 

ix  3 650 3 690 3 710 3 740 

in  2 3 10 5 
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Задача 4.5.8. По выборке объема n = 106 найдена смещенная оцен-
ка 6B D  генеральной дисперсии. Найти несмещенную оценку дисперсии 

генеральной совокупности. 

Ответ. 06,62 S . 

 
Задача 4.5.9. В итоге четырех измерений прибором длины недоступ-

ного объекта получены следующие результаты (без систематических оши-
бок): 8; 9; 11; 12. Найти: 1) выборочную среднюю длину объекта; 2) выбо-
рочную и исправленную дисперсии ошибок. 

Ответ: 2
В B10; 2,5; 10 / 3.х D S    

 
Задача 4.5.10. Найти выборочную дис-

персию по данному распределению вы-
борки объема n = 100. 

Ответ. 29,167)(B xD . 

 
Задача 4.5.11. Найти выборочную и ис-

правленную дисперсии по данному распре-
делению выборки. 

Ответ: 2
B ( ) 0,049 875; ( ) 0,052 5.D x S x   

4.6. Занятие 6 

Пример 4.6.1. Дано распределение 
выборки объема n = 30. Требуется: 1) по-
строить гистограмму распределения отно-
сительных частот; 2) по среднеинтерваль-

ным значениям рассчитать Вх  и Вσ ; 3) по-

сле округления рассчитать параметры a и σ  
кривой соответствующего нормального рас-
пределения (кривой Гаусса); 4) построить кривую Гаусса на одном чертеже 
с гистограммой относительных частот; 5) после визуального их сравнения 
сформулировать гипотезу о типе данного статистического распределения. 

ix  340 360 375 380 

in  20 50 18 12 

ix  0,1 0,5 0,7 0,9 

in  6 12 1 1 

Интервалы 
наблюдений 

Сумма частот 
интервала 

82–84 4 
84–86 8 
86–88 10 
88–90 6 
90–92 1 
92–94 1 
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Решение. 1. Находим относительные частоты (объем выборки n = 30): 

31 2
1 2 3

4 8 10
; ; ;

30 30 30

nn n
w w w

n n n
       

5 64
4 5 6

6 1 1
; ; .

30 30 30

n nn
w w w

n n n
       

Найдем h – длину любого из интервалов: h = 84 – 82 = 2. 
Вычисляем плотности относительных частот: 

31 24 8 10 1
; ; ;

60 60 60 6

ww w

h h h
     5 64 6 1 1

; ; .
60 60 60

w ww

h h h
    

На оси абсцисс откладываются все частичные интервалы, а на этих ин-
тервалах достраиваются прямоугольники высотой, равной соответствую-
щей плотности относительной частоты. Получается гистограмма относи-
тельных частот (рис. 4.2). 

 

 
Рис. 4.2. Гистограмма и кривая Гаусса: 

b = 1/60 – параметр высоты гистограммы 

 
 

2. Составляется распределение частот 
по среднеинтервальным значениям: 

ix  83 85 87 89 91 93 

in  4 8 10 6 1 1 

  82    84      86     88     90      92    94 х 

 
10b 

 
8b 

 
6b 

 
 

4b 

 
 

b 
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По полученному распределению частот вычисляется выборочная сред-
няя и выборочная дисперсия (двумя способами): 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
В

( )x n x n x n x n x n x n
х

n

          
   

332 680 870 534 91 93 2600
86,667

30 30

    
   . 

Дисперсия (первый способ): 

 22
B В В( )D x х   2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
1

( )x n x n x n x n x n x n
n

              – 

2
260

3
  
 

2 2 2 2 2 2(83 4 85 8 87 10 89 6 91 1 93 1)
7 511,111

30

          
    

27 556 57 800 75 690 47 526 8 281 8 649
7 511,111

30

    
    

225 502
7 511,111 5,622.

30
    

Дисперсия (второй способ): 

2 2 2
B 1 В 1 2 В 2 3 В 3

1
[( ) ( ) ( )D x x n x x n x x n

n
            

2 2 2
4 В 4 5 В 5 6 В 6( ) ( ) ( ) ]x x n x x n x x n           

2 2 21
[(83 86,667) 4 (85 86,667) 8 (87 86,667) 10

30
            

2 2 2(89 86,667) 6 (91 86,667) 1 (93 86,667) 1]           

1
[13,444 4 2,779 8 0,111 10 5,443 6 18,775 1 40,107 1]

30
               

1
[53,776 22,232 1,111 32,658 18,775 40,107] 5,622

30
        , 

что совпадает абсолютно точно с первым способом. 
Следовательно, выборочное среднеквадратическое отклонение: 

B Вσ 5,622 2,371D   . 
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3. Округляем В 86,667х  до 86,7 = a, округляем Bσ 2,371  до 2,4 = σ . 

Получены параметры кривой Гаусса: 86,7 = a, 2,4 = σ . 
Кривая Гаусса – это график плотности нормального распределения,  

то есть график функции (заданной на всей числовой прямой): 

2 2( ) (2σ )1
( )

σ 2π
x af x e   . 

Сначала рассчитаем максимальную высоту нашей кривой: 

1 1 1 1
( ) (86,7)

6,016 6σ 2π 2,4 2 3,14159
f a f    

 
. 

Эта высота практически совпадает с высотой наибольшего прямо-
угольника гистограммы относительных частот. 

Далее рассчитаем значения функции f (x) в дополнительных точках: 

х = 82, х = 84, х = 86, х = 88, х = 90, х = 92, х = 94. 

Получается: 

2(82 86,7) /11,2441 1
(82) 0,016 7 ;

6 60
f е       

2(84 86,7) /11,2441 4
(84) 0,066 7

6 60
f е       и т. д.; 

2(92 86,7) /11,2441 1,25
(92) 0,020 8 ;

6 60
f е      

2(94 86,7) /11,2441
(94) 0,0031 0.

6
f е      

4. Строим кривую Гаусса с помощью рассчитанных дополнительных 
точек на одном чертеже (см. рис. 4.2) с гистограммой относительных ча-
стот. 

5. Визуальное сравнение кривой и гистограммы позволяет сформу-
лировать гипотезу о том, что исследуемое статистическое распределение 
имеет нормальный тип распределения. Проверка этой гипотезы не входит 
в рамки данной задачи, но описана в пособии [2, с. 267] или в пособии [4, 
с. 78, 79]. 
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Задача 4.6.1. Дано распределение вы-
борки объема n = 50. Требуется: 1) постро-
ить гистограмму распределения относи-
тельных частот; 2) по среднеинтервальным 

значениям рассчитать Вх  и Bσ ; 3) после 

округления рассчитать параметры a и σ  
кривой соответствующего нормального рас-
пределения (кривой Гаусса); 4) построить кривую Гаусса на одном чертеже  
с гистограммой относительных частот; 5) после визуального их сравнения 
сформулировать гипотезу о типе данного статистического распределения. 

4.7. Занятие 7 

Пример 4.7.1. Пусть изучается связь между количественным призна-
ком Х и другим количественным признаком Y по карте заданного масштаба. 
Результаты измерений этих двух признаков сведены в таблицу. 
 

Y 
X 

Интервалы 2030 3040 4050 5060 6070 7080 Частоты 
Среднее 25 35 45 55 65 75 xn  

4060 50 2 1 0 0 0 0 3 
6080 70 0 2 1 0 0 0 3 

80100 90 0 0 2 1 0 0 3 
100120 110 0 0 0 1 2 0 3 
120140 130 0 0 0 0 3 1 4 
140160 150 0 0 0 0 2 2 4 

Частоты yn  2 3 3 2 7 3 20 

 
Требуется: 1) проверить признаки Х и Y на наличие корреляционной 

зависимости между ними; 2) записать выборочное уравнение прямой линии 
регрессии Y на Х. 

Решение. 1. С помощью среднеинтервальных значений признаков со-

ставляется таблица для двумерной случайной величины, перейдя при этом 

от частот появления к относительным частотам (некоторые аналоги веро-

ятностей). Результат в таблице ниже. 

Интервалы 
наблюдений 

Сумма частот 
интервала 

2–4 6 
4–6 8 
6–8 16 

8–10 10 
10–12 6 
12–14 4 
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Y 
Х 

25 35 45 55 65 75 xw  

50 2/20 1/20 0 0 0 0 3/20 
70 0 2/20 1/20 0 0 0 3/20 
90 0 0 2/20 1/20 0 0 3/20 

110 0 0 0 1/20 2/20 0 3/20 
130 0 0 0 0 3/20 1/20 4/20 
150 0 0 0 0 2/20 2/20 4/20 

yw  2/20 3/20 3/20 2/20 7/20 3/20 1 

 
2. Далее составляются отдельные законы распределения для случай-

ных величин Х и Y. 
 

Y 25 35 45 55 65 75 
W 2/20 3/20 3/20 2/20 7/20 3/20 
 

Х 50 70 90 110 130 150 
W 3/20 3/20 3/20 3/20 4/20 4/20 
 
3. Находятся выборочные средние: 

1
[50 3 70 3 90 3 110 3 130 4 150 4] 104;

20
x                

1
[25 2 35 3 45 3 55 2 65 7 75 3] 54.

20
y                

4. Вычисляются выборочные дисперсии составляющих X и Y  (первым 
способом): 

 2 2 2
В

В

1
( ) [(50 104) 3 (70 104) 3

20
D X X х           

 
 

2 2 2 2(90 104) 3 (110 104) 3 (130 104) 4 (150 104) 4]              

1
[2 916 3 1156 3 196 3 36 3 676 4 2116 4]

20
               

1
[8 748 3 468 588 108 2 704 8 464] 1204;

20
         
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 2 2 2
В

1
( ) [(25 54) 2 (35 54) 3

20В
D Y Y у           

 
2(45 54) 3    

2 2 2(55 54) 2 (65 54) 7 (75 54) 3]           

1
[841 2 361 3 81 3 1 2 121 7 441 3]

20
               

1
[1682 1083 243 2 847 1323] 259.

20
         

5. Находятся выборочные дисперсии составляющих X и Y (вторым спо-
собом): 

   22 2 2 2 2 21
( ) [50 3 70 3 90 3 110 3 130 4

20В
В

D X х х               

2 2 1
150 4] 104 [7 500 14 700 24 300 36 300 67 600 90 000]

20
           – 

10 816 12 020 10 816 1204;     

   22 2 2 2 2 2 2 2
В

В

1
( ) 25 2 35 3 45 3 55 2 65 7 75 3 54

20
D Y y y                     

1
[1 250 3 675 6 075 6 050

20
     29 575 16875] 2 916 3175 2 916 259.       

6. Два способа нахождения выборочных дисперсий сошлись абсо-
лютно точно. Поэтому выборочные среднеквадратические отклонения по-
лучаются такие: 

В Вσ ( ) 1 204 34,698 7; σ ( ) 259 16,093 5.X Y     

7. Далее с помощью таблицы пункта 1 этого решения находится выбо-
рочная средняя произведения случайных величин X и Y: 

1
( ) [25 50 2 35 50 1 35 70 2 45 70 1

20
X Y               45 90 2 55 90 1       

55 110 1 65 110 2       65 130 3 65 150 2 75 130 1 75 150 2]             

1
[2 500 1750 4 900 3150 8100 4 950 6 050 14 300

20
           

25 350     19 500 9 750 22 500] 6140.     



77 

8. Теперь находится выборочный коэффициент корреляции: 

В
В В

6140 104 54( )
0,938 4 0.

σ ( ) σ ( ) 34,698 7 16,093 5

X Y х у
r

X Y
      

 
 

Вывод: выборочный коэффициент корреляции близок к единице, по-
этому можно говорить о почти прямой линейной (корреляционной) зависи-
мости случайных величин Х и Y (в рамках представленной в условии стати-
стики). В следующем пункте будет найдена эта зависимость. 

9. Изучая таблицу из условия задачи, можно отметить, что каждому 
среднему значению переменной х соответствует не одно значение у, а це-
лый ряд значений. Поэтому далее для каждого интервала по переменной х 

вычисляется условная средняя величина ху : 

 
25 2 35 1

при среднем 50 28,3;
2 1хх у
  

  


 

 
35 2 45 1

при среднем 70 38,3, ...;
2 1хх у
  

  


 

 
65 3 75 1

при среднем 130 67,5;
3 1хх у
  

  


  

 
65 2 75 2

при среднем 150 70.
4хх у

  
    

В результате получится таблица, состоящая из двух строк, где в первой 
строке находятся средние величины х каждого интервала, а во второй 

строке  условные средние ху : 

 

х 50 70 90 110 130 150 

ху  28,3 38,3 48,3 61,7 67,5 70 

 

10. Если последние данные (х и ху ) из этой таблицы отметить в виде 

точек на плоскости (обучающимся необходимо построить данный чертеж 
самостоятельно), то можно заметить, что все эти точки располагаются 

вдоль некоторой прямой. Поэтому далее считается, что связь х и ху   ли-
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нейная, то есть bхаух  , где числа а и b определяются [1, с. 221] следу-

ющим образом: 

В
В

В

σ ( ) 16,093 5
0,938 4 0,435 2;

σ ( ) 34,698 7

54 0,435 2 104 8,739 2.

Y
a r

X

b y a x

    

      

 

В итоге получается приближенная формула 

0,435 2 8,739 2.ху х    

Эта формула и задает уравнение прямой линии регрессии Y на Х. 

11. Составим сравнительную таблицу расчетных данных ху  (по полу-

ченной приближенной формуле) и экспериментальных данных (на основе 
таблицы пункта 9 данного решения): 

 

х 50 70 90 110 130 150 
Расчет 30,5 39,2 47,9 56,6 65,3 74 
Эксперимент 28,3 38,3 48,3 61,7 67,5 70 

 
Замечание. Обучающимся необходимо самостоятельно построить на 

плоскости точки (в соответствии с этой таблицей) и на этом же чертеже по-

строить график прямой линии 0,435 2 8,739 2ху х   , после чего можно 

отметить, что экспериментальные точки не очень сильно разбросаны отно-
сительно этой прямой линии регрессии Y на X. 

Ответ. 0,435 2 8,739 2ху х   . 

 
Задача 4.7.1. Пусть изучается связь между количественным призна-

ком Х и другим количественным признаком Y по карте заданного масштаба. 
Результаты измерений этих двух признаков сведены в таблицу. 

Требуется:  
1) проверить признаки Х и Y на наличие корреляционной зависимости 

между ними; 
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2) записать выборочное уравнение прямой линии регрессии Y на Х; 
3) построить на плоскости экспериментальные точки и на этом же чер-

теже построить график прямой линии регрессии, после чего сделать вывод. 
 

Y 
X 

Интервалы 010 1020 2030 3040 4050 5060 Частоты 

Среднее 5 15 25 35 45 55 xn  

6080 70 2 1 0 0 0 0 2 

80100 90 0 2 1 0 0 0 4 

100120 110 0 0 2 1 0 0 3 

120140 130 0 0 0 1 2 0 3 

140160 150 0 0 0 0 3 1 4 

160180 170 0 0 0 0 2 2 4 

Частоты уn  3 2 3 2 7 3 20 

4.8. Занятие 8 

Для получения допуска к контрольной работе обучающемуся необхо-
димо выполнить следующее: 

а) сдать все задачи расчетно-графической работы по своему варианту 
и получить по этим задачам «зачтено»; 

б) затем представить на проверку рукописные решения всех занятий 1–7 
(ответы на контрольные вопросы, аудиторные задания и самостоятельную 
работу) и получить по ним «зачтено»; 

в) представить рукописные решения нижеследующего образца кон-
трольной работы (занятие 8) (и получить «зачтено»). 

 
Задача 4.8.1. В коробке находятся пять синих, четыре красных и три 

зеленых карандаша. Наудачу из этой коробки взяты три карандаша. Какова 
вероятность того, что среди взятых трех карандашей окажется: а) три ка-
рандаша одного цвета; б) все три карандаша разных цветов; в) два синих  
и один зеленый карандаш? 

Ответ: а) 3/44;  б) 3/11;  в) 3/22. 
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Задача 4.8.2. В круг радиуса R вписан правильный треугольник. По 
данному кругу произведен удачный выстрел. Найти вероятность того, что 
пуля попадет в этот треугольник. 

Ответ. 
π4

33
)( AР . 

 

Задача 4.8.3. Из колоды в 36 карт наудачу взяты три карты. Найти ве-
роятность того, что среди взятых трех карт окажется: а) хотя бы один туз; 
б) ровно два туза. 

Ответ: а) 0,305 3;  б) 192 / 7 140. 
 

Задача 4.8.4. В выставочный зал магазина электроники поступает 40 % 
телевизоров с первого склада и 60 % – со второго склада. На первом складе 
находится в среднем 90 % исправных телевизоров, а на втором – 5 % бра-
кованных. Найти вероятность того, что наудачу взятый продавцом телеви-
зор окажется исправным. 

Ответ. 0,93. 
 

Задача 4.8.5. Обучающийся Сидоров выучил 30 экзаменационных би-
летов из сорока, которые приготовил преподаватель для этого экзамена. Ка-
ким ему выгоднее зайти на экзамен: первым или вторым? 

Ответ. Вероятность равна 0,75, одинаково. 
 

Задача 4.8.6. Прибор составлен из двух микросхем. Вероятность вы-
хода из строя в течение 10 лет для первой микросхемы равна 0,07, та же 
вероятность для второй микросхемы – 0,1. Известно, что из строя вышла 
одна (неизвестно которая) микросхема. Какова вероятность того, что вы-
шла из строя именно первая микросхема? 

Ответ. 0,404. 
 

Задача 4.8.7. Найти математиче-
ское ожидание, дисперсию (двумя 
способами) и среднеквадратическое отклонение дискретной случайной ве-
личины Х, если известно распределение. 

Ответ: М(Х) = 3,15;  D(Х) = 1,427 5;  σ (Х) = 1,194 8. 

Х 1 2 3 4 5 
Р 0,1 0,2 0,3 0,25 0,15 
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Задача 4.8.8. Найти выборочную 
среднюю и выборочную дисперсию 
(двумя способами), если дано распре-
деление выборки.  

Ответ:  .24,6)(;4,7 BВ  xDх  

 
Задача 4.8.9. Построить гистограмму относи-

тельных частот по данному распределению. По 

среднеинтервальным значениям найти Вх  и Bσ , за-

тем построить на том же чертеже кривую Гаусса по 
найденным значениям a и σ . Произвести сравне-
ние гистограммы и кривой Гаусса, сделать вывод. 

Ответ: a = 13,75;  σ  = 5,6. Визуальный вывод: 
данное распределение близко к нормальному. 

 
Задача 4.8.10. Дискретная случайная величина Х принимает только два 

возможных значения: 21 xx  . Кроме этого известно, что вероятность 2p  

для 2x  равна 0,4, математическое ожидание равно 4,4 и дисперсия равна 

0,24. Найти закон распределения. 
Ответ.  
 
 
Задача 4.8.11. Найти коэффициент корре-

ляции, если известен закон распределения дву-
мерной случайной величины. 

Ответ. 31,0YXr . 

 
  

ix  3 5 7 9 11 

ip  10 20 30 20 20 

Интервалы Частоты 

1–6 10 

6–11 20 

11–16 35 

16–21 25 

21–26 10 

Х 4 5 
Р 0,6 0,4 

Y/X 2 4 
1 0,2 0,1 
2 0,15 0,25 
3 0,15 0,15 
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5. РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА 

В данном разделе использованы примеры с решениями и задания для 
индивидуального выполнения по вариантам из учебно-методического по-
собия [5]. 

Расчетно-графическая работа по курсу «Теория вероятностей и мате-
матическая статистика» состоит из пяти задач, для каждой из которых раз-
работано 30 вариантов. Номер варианта устанавливается преподавателем 
для каждого обучающегося. Работа выполняется в отдельной тетради чер-
нилами или пастой любого цвета, кроме красного, с полями шириной 2 см. 
Каждая задача начинается с новой страницы. Задачи располагаются по по-
рядку номеров. Решению задачи предшествует условие этой задачи, запи-
санное конкретно для данного варианта. Все преобразования выполняются 
подробно с пояснениями и чертежами, в конце записывается ответ. 

5.1. Образец выполнения задания 

Пример 5.1.1. Партия деталей, среди которых 39 % нестандартных (де-
фектных), поступила на проверку. Технология проверки такова, что с веро-
ятностью 1Р  = 0,939 обнаруживается дефект (если он есть), и существует 

ненулевая вероятность 0Р  = 0,039 того, что стандартная деталь будет при-

знана дефектной. Задание: 
1) требуется найти вероятность того, что случайно выбранная из пар-

тии деталь будет признана дефектной; 
2) случайно выбранная из партии деталь признана дефектной. Какова 

вероятность того, что на самом деле деталь стандартна? 
Решение. 1. Рассмотрим событие А = {случайно выбранная из партии 

деталь при проверке признана дефектной}. С этим событием А тесно свя-
заны две гипотезы (события) 1В  и 2В : 

1В  = {поступившая на проверку деталь дефектна на самом деле}; 

2В  = {поступившая на проверку деталь на самом деле стандартна}. 
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Безусловные (априорные) вероятности легко вычисляются по класси-
ческой формуле: )( 1ВР  = [отношение числа дефектных деталей к общему 

числу деталей] = 0,39, )( 2ВР  = 1 – )( 1ВР  = 0,61. 

Условные вероятности заданы в условии задачи: 

1 2
( ) 0,939; ( ) 0,039В ВР А Р А  . 

Применяя формулу полной вероятности для двух гипотез, получим: 

1 21 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )В ВР А Р А Р В Р А Р В      

0,939 0,39 0,039 0,61 0,366 21 0,023 79 0,39.        

2. В этом пункте событие А уже произошло и необходимо найти веро-
ятность гипотезы 2В  (берется вторая гипотеза потому, что речь о стандарт-

ной детали идет именно во второй гипотезе) при условии, что событие А 
произошло. По формуле Байеса: 

.061,0
39,0

61,0039,0

)(

)()(
)(

2
2

2 






AP

BPAP
BP

В
А  

Ответ: 2( ) 0,39; ( ) 0,061.АР А P B   

 
Пример 5.1.2. Задана функция распределения непрерывной случайной 

величины Х: 

4

0 при 0;

( ) /16 при 0 2;

1 при 2.

х

F x x x

х




  
 

 

Требуется: а) найти f (х) – плотность распределения случайной вели-
чины Х; б) построить графики функций F(х) и f (х); в) найти математическое 
ожидание М(Х) и дисперсию D(Х) случайной величины. 

Решение:  
а) по определению плотности имеем: 

3

0 при 0;

( ) ( ) / 4 при 0 2;

0 при 2;

х

f x F x x x

х




   
 
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б) графики на рис. 5.1: 
 

х 0 1 2  х 0 1 2–0 

F(х) 0 1/16 1  f (х) 0 1/4 2 

 

 

Рис. 5.1. Графики 
 
 

в) по определению математического ожидания имеем: 

2 2
3 4 5

0 0

21 1 32
( ) ( ) / 4 1,6;

04 20 20
M X x f x d x x x d x x d x х




            

2
2 2 2 3

0

( ) ( ) / 4M X x f x d x x x d x



    

2
5 6

0

21 1 64 8
,

04 24 24 3
x d x х      

поэтому дисперсия первым способом (по определению): 

    
2

2 22 3

0

( ) ( ) ( ( )) ( ) 1,6 / 4D X M X M X x M X f x d x x x d x



           

 
2

2 3

0

1
2 1,6 2,56

4
x x x d x       

2
5 4 3

0

1
3,2 2,56

4
x x x d x    

F (x) 

x 0 

1 

2 

f (x) 

x 0 

2 

2 
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2
6 5 4

0

1 32 256

4 6 10 5 100 4

x x x 
       

6 5 41 2 16 2 16 2

4 6 25 25

  
    

 

1 32 16 32 256

4 3 25 25

    
 

 

8 128 64 200 64 200 192 8
.

3 25 25 75 25 75 75 75
         

Дисперсия вторым способом (по свойствам) находится так: 

 22 ))(()()( XMXMXD 8/3 – (1,6) 2 = 8/3 – 256/100 = 

 = 8/3 – 64/25 = 200/75 – 192/75 = 8/75. 

Два способа нахождения дисперсии сошлись абсолютно точно. 
Ответ: М(Х) = 1,6;  D(Х) = 8/75. 

 
Пример 5.1.3. Произведено 100 вы-

борочных измерений уровня загрязнен-
ности некоторого района вредными для 
здоровья некоторого комбината. По-
строить гистограмму частот уровня за-
грязненности по данному распределе-
нию выборки. 

Решение. Находится длина лю-
бого из интервалов: h = 5 – 1 = 4. 

Находятся плотности частот: 

31 25; 2,5; 12,5;
nn n

h h h
    

54 2; 3.
nn

h h
   

Далее на оси абсцисс откладыва-
ются все частичные интервалы, а на 
этих интервалах достраиваются пря-
моугольники высотой, равной соот-
ветствующей плотности частоты. По-
лучается гистограмма частот (рис. 5.2). 

Интервалы 
загрязнения 

Сумма частот 
вариант интервала 

1–5 20 
5–9 10 
9–13 50 

13–17 8 
17–21 12 

Рис. 5.2. Гистограмма частот 

xi 1 5 13 17 

 

9 

3 
2 

0 

12,5 

5 

21 
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Замечание: сумма площадей всех прямоугольников равна 100 (это есть 
проверка для гистограммы). 
 

Пример 5.1.4. В итоге десяти измерений прибором длины недоступ-
ного объекта получены следующие результаты (без систематических оши-
бок): 92; 94; 103; 105; 106; 92; 103; 105; 92; 105 мм. Найти:  

1) выборочную среднюю длину объекта; 
2) выборочную и исправленную дисперсии ошибок прибора. 
Решение. По данным измерений составим распределение выборки: 
 

ix  92 94 103 105 106 

in  3 1 2 3 1 
 

1. Имеем: объем выборки n = 10, поэтому выборочная средняя длина: 

В
1 1

(3 92 1 94 2 103 3 105 1 106) 99,7;
10i iх n x

n
                

2. По определению выборочная дисперсия (первый способ): 

25
2 2В

B
1

( )
0,1 [3 (92 99,7) 1 (94 99,7)i i

i

n x x
D

n

 
          

2 2 22 (103 99,7) 3 (105 99,7) 1 (106 99,7) ]           

0,1 [3 59,29 1 32,49 2 10,89 3 28,09 1 39,69]             

0,1 [177,87 32,49 21,78 84,27 39,69] 0,1 356,1 35,61.          

Выборочная дисперсия (второй способ, по свойствам): 

 
2 2 2 2 222 21 1 2 2 3 3 4 4 5 5

B В В
( )

( ) (99,7)
x n x n x n x n x n

D x х
n

        
      

2 2 2 2 2(92 3 94 1 103 2 105 3 106 1)
9 940,09

10

        
    

8 464 3 8 836 10 609 2 11025 3 11 236
9 940,09

10

      
    

9 975,7 9 940,09 35,61.    
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Два способа нахождения дисперсии сошлись абсолютно точно. 

Найдем исправленную дисперсию: 2 10
35,61 39,57.

1 9B
n

S D
n

    


 

Ответ: 2
В B99,7; 35,61; 39,57.х D S    

 
Пример 5.1.5. Найти коэффициент корре-

ляции, если задан закон распределения двумер-
ной случайной величины. 

Решение. Находим законы распределения 
составляющих X и Y (отдельно): 

Находим математические ожидания составляющих X и Y: 
 

Х 1 4  Y  1 2 3 

Р 0,7 0,3  Р 0,3 0,5 0,2 

 

3,12,035,023,01)(,9,13,047,01)(  YМХМ . 

Находим дисперсии составляющих X и Y (первым способом): 

  2 2 2( ) ( ) (1 1,9) 0,7 (4 1,9) 0,3D X M X M X          

0,81 0,7 4,41 0,3 0,567 1,323 1,89;        

  2 2 2( ) ( ) ( 1 1,3) 0,3 (2 1,3) 0,5D Y M Y M Y          2(3 1,3) 0,2   = 

5,29 0,3 0,49 0,5 2,89 0,2      1,587 0,245 0,578 2,41.    

Находим дисперсии составляющих X и Y (вторым способом): 

   22 2 2 2( ) ( ) (1 0,7 4 0,3) (1,9) 5,5 3,61 1,89;D X M X M X           

   22 2 2 2 2( ) ( ) (( 1) 0,3 2 0,5 3 0,2) (1,3)D Y M Y M Y           4,1 1,69 2,41.   

Два способа нахождения дисперсий сошлись абсолютно точно. По-
этому среднеквадратические отклонения: 

σ ( ) 1,89 1,374 8; σ ( ) 2, 41 1,552 4.X Y     

Y / Х 1 4 
1 0,20 0,10 
2 0,45 0,05 
3 0,05 0,15 
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Далее с помощью таблицы из условия (закон распределения двумерной 
случайной величины) находится математическое ожидание произведения 
случайных величин X и Y: 

( ) 1 ( 1) 0,20 1 2 0,45 1 3 0,05 4 ( 1) 0,10M X Y                 

4 2 0,05 4 3 0,15 2,65       . 

Теперь находится ковариация и коэффициент корреляции: 

μ ( ) ( ) ( ) 2,65 1,9 1,3 0,18 0;Х Y M X Y M X M Y          

0,18μ
0,084 0.

σ ( ) σ ( ) 1,374 8 1,552 4
XY

X Yr
X Y

   
 

 

Ответ. Коэффициент корреляции положителен 084,0XYr , то есть 

случайные величины X и Y связаны положительной корреляцией, близкой 
к нулю, что говорит о слабой зависимости этих случайных величин. 

5.2. Варианты заданий 

Задача 5.2.1. Партия приборов, среди которых N % дефектных (нестан-
дартных), поступила на проверку в ОТК. Схема проверки такова, что с ве-
роятностью 1Р  = 0,9N обнаруживается дефект (если он есть) и существует 

ненулевая вероятность 0Р  = 0,0N того, что стандартный прибор будет при-

знан дефектным. Требуется ответить на следующие вопросы: 
а) какова вероятность того, что случайно выбранный из партии прибор 

будет признан дефектным? 
б) случайно выбранный из партии прибор признан дефектным. Какова 

вероятность того, что на самом деле прибор стандартен? 
Замечание. В условии число N является номером варианта задания 

обучающегося, причем варианты обучающихся нумеруются следующим 
образом: 01, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 08, 09, 10, 11, 12 и т. д. 

Поэтому, например, для N = 02 вероятности 1Р  и 0Р  имеют вид: 

1Р  = 0,902;  0Р  = 0,002.  
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А для N = 10 вероятности 1Р  и 0Р  имеют вид: 

1Р  = 0,910;  0Р  = 0,010.  

При N = 11 вероятности 1Р  и 0Р  имеют вид: 

1Р  = 0,911;  0Р  = 0,011 и т. д. 

 
Задача 5.2.2. Задана функция распределения случайной величины Х: 

0 при 0;

( ) ( ) при 0 ;

1 при .

х

F x g x x b

х b


  
 

 

Требуется: а) найти f (х) плотность распределения случайной вели-
чины Х; б) найти математическое ожидание и дисперсию (двумя спосо-
бами) этой случайной величины; в) построить графики функций F (х), f (х). 

При этом функция g(х) и значение числа b заданы по вариантам в таб-
лице ниже. 

 
Задача 5.2.3. Произведено 100 выборочных измерений уровня загряз-

ненности района вредными для здоровья выбросами комбината. Построить 
гистограмму частот уровня загрязненности по данному распределению вы-

N g(х) b N g(х) b N g(х) b 
01 2х  1 11 4 2х  1/2 21 3х / 8 2 

02 4/2х  2 12 9 2х  1/3 22 3х / 27 3 

03 9/2х  3 13 16 2х  1/4 23 3х / 64 4 

04 16/2х  4 14 25 2х  1/5 24 4х  1 

05 25/2х  5 15 36 2х  1/6 25 5х  1 

06 36/2х  6 16 49 2х  1/7 26 6х  1 

07 49/2х  7 17 64 2х  1/8 27 7х  1 

08 64/2х  8 18 81 2х  1/9 28 8х  1 

09 81/2х  9 19 100 2х  1/10 29 9х  1 

10 3х  1 20 121 2х  1/11 30 10х  1 
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борки (по вариантам). В таблице ниже применены следующие обозначения: 
И – интервалы, Ч – сумма частот вариант интервала загрязнения, N – номер 
варианта. 

 

И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч 
0–5 15 1–5 25 0–5 20 1–6 50 1–5 20 5–7 20 

5–10 15 5–9 10 5–10 10 6–11 10 5–9 10 7–9 30 
10–15 50 9–13 40 10–15 30 11–16 20 9–13 20 9–11 30 
15–20 8 13–17 13 15–20 28 16–21 8 13–17 38 11–13 8 
20–25 12 17–21 12 20–25 12 21–26 12 17–21 12 13–15 12 

N = 01 N = 02 N = 03 N = 04 N = 05 N = 06 

 
И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч 

1–5 10 0–5 20 0–4 10 1–6 25 2–5 12 3–7 10 
5–9 10 5–10 10 4–8 10 6–11 13 5–8 10 7–11 30 

9–13 30 10–15 30 8–12 25 11–16 30 8–11 20 11–15 40 
13–17 28 15–20 13 12–16 38 16–21 17 11–14 38 15–19 12 
17–21 22 20–25 27 16–20 17 21–26 15 14–17 20 19–23 8 

N = 07 N = 08 N = 09 N = 10 N = 11 N = 12 

 
И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч 

2–6 10 0–5 10 0–4 10 1–6 20 2–6 20 2–7 15 
6–10 10 5–10 20 4–8 15 6–11 18 6–10 10 7–12 30 
10–14 30 10–15 30 8–12 20 11–16 30 10–14 20 12–17 35 
14–18 28 15–20 27 12–16 38 16–21 17 14–18 38 17–22 8 
18–22 22 20–25 13 16–20 17 21–26 15 18–22 12 22–27 12 

N = 13 N = 14 N = 15 N = 16 N = 17 N = 18 

 
И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч 

2–4 10 1–5 10 0–5 15 1–6 50 1–5 5 1–6 30 
4–6 20 5–9 25 5–10 15 6–11 20 5–9 12 6–11 20 

6–18 50 9–13 40 10–15 30 11–16 12 9–13 20 11–16 30 
8–10 12 13–17 13 15–20 28 16–21 10 13–17 25 16–21 12 
10–12 8 17–21 12 20–25 12 21–26 8 17–21 38 21–26 8 

N = 19 N = 20 N = 21 N = 22 N = 23 N = 24 
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И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч И Ч 
1–5 5 0–5 25 0–4 10 1–6 23 2–6 10 2–7 10 
5–9 15 5–10 5 4–8 15 6–11 15 6–10 12 7–12 40 

9–13 30 10–15 30 8–12 20 11–16 30 10–14 23 12–17 30 
13–17 22 15–20 15 12–16 35 16–21 15 14–18 35 17–22 12 
17–21 28 20–25 25 16–20 20 21–26 17 18–22 20 22–27 8 

N = 25 N = 26 N = 27 N = 28 N = 29 N = 30 
 

Задача 5.2.4. Найти выборочную и исправленную дисперсии по дан-
ному распределению выборки. Данные по вариантам приведены в нижесле-
дующих таблицах. 

 

iх  0,1 0,5 0,7 0,9 iх  1 5 7 9 iх  2 4 6 8 

in  6 12 1 1 in  2 10 3 5 in  3 9 2 6 
N = 01 N = 02 N = 03 

 
iх  3 5 8 9 iх  0,2 0,5 0,6 0,9 iх  1,6 2,5 3,6 4,9 

in  5 8 3 4 in  8 12 10 20 in  16 12 10 12 
N = 04 N = 05 N = 06 

 
iх  8 15 27 49 iх  11 25 37 59 iх  4 5 7 9 

in  10 10 15 15 in  10 12 16 12 in  2 5 5 8 
N = 07 N = 08 N = 09 

 
iх  9 15 37 39 iх  0,2 0,6 0,8 0,9 iх  4 5 7 9 

in  6 10 1 3 in  12 6 1 1 in  6 7 2 5 
N = 10 N = 11 N = 12 

 
iх  2 5 6 9 iх  4 5 8 9 iх  0,3 0,6 0,7 0,9 

in  3 9 6 2 in  8 4 3 5 in  12 8 10 20 
N = 13 N = 14 N = 15 

 
iх  16 25 36 49 iх  8 15 27 29 iх  11 25 37 39 

in  12 16 10 12 in  10 15 10 15 in  12 10 12 16 
N = 16 N = 17 N = 18 
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iх  1 5 7 9 iх  4 7 9 11 iх  0,2 0,5 0,7 0,9 

in  5 2 8 5 in  8 3 4 5 in  6 11 2 1 
N = 19 N = 20 N = 21 

 
iх  3 5 8 9 iх  3 5 6 9 iх  4 6 7 9 

in  7 6 2 5 in  9 3 2 6 in  3 8 4 5 
N = 22 N = 23 N = 24 

 
iх  1 6 7 9 iх  0,1 0,2 0,8 0,9 iх  1 6 7 9 

in  20 4 10 6 in  4 12 3 1 in  10 2 5 3 
N = 25 N = 26 N = 27 

 
iх  3 4 6 9 iх  3 7 8 9 iх  0,3 0,5 0,8 0,9 

in  9 3 2 6 in  8 5 3 4 in  12 8 10 20 
N = 28 N = 29 N = 30 

 
Задача 5.2.5. Найти коэффициент корреляции, если задан закон рас-

пределения двумерной случайной величины (по вариантам). 
 

Y / Х 1 2 Y / Х 0 1 Y / Х –1 1 Y / Х 2 4 
0 0,15 0,15 –1 0,20 0,10 –1 0,05 0,15 1 0,2 0,1 
1 0,25 0,15 0 0,45 0,05 0 0,2 0,2 2 0,15 0,25 
2 0,1 0,2 1 0,05 0,15 2 0,3 0,1 3 0,15 0,15 

N = 01 N = 02 N = 03 N = 04 

 
Y / Х 0 2 Y / Х 1 3 Y / Х –1 2 Y / Х 1 2 
–2 0,1 0,2 –2 0,2 0,1 2 0,25 0,05 –2 0,05 0,25 
0 0,2 0,25 0 0,25 0,2 3 0,25 0,15 1 0,15 0,25 
2 0,1 0,15 1 0,15 0,1 4 0,1 0,2 2 0,2 0,1 

N = 05 N = 06 N = 07 N = 08 

 
Y / Х 1 2 Y / Х 1 3 Y / Х –1 2 Y / Х 3 5 
–1 0,15 0,25 –3 0,2 0,1 –2 0,15 0,05 1 0,1 0,15 
2 0,05 0,25 0 0,1 0,2 0 0,2 0,2 2 0,15 0,25 
3 0,1 0,2 3 0,1 0,3 2 0,3 0,1 5 0,3 0,05 

N = 09 N = 10 N = 11 N = 12 
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Y / Х 0 2 Y / Х 2 4 Y / Х 1 5 Y / Х 4 5 
–1 0,2 0,1 –2 0,2 0,1 2 0,25 0,05 –2 0,25 0,05 
1 0,2 0,25 0 0,2 0,25 3 0,25 0,15 1 0,15 0,25 
3 0,1 0,15 1 0,15 0,1 4 0,2 0,1 2 0,2 0,1 

N = 13 N = 14 N = 15 N = 16 

 
Y / Х 1 5 Y / Х 1 2 Y / Х –1 3 Y / Х 2 5 
–1 0,15 0,25 –2 0,2 0,1 –2 0,15 0,05 1 0,15 0,1 
2 0,05 0,25 1 0,1 0,2 1 0,2 0,2 3 0,15 0,25 
4 0,1 0,2 4 0,3 0,1 2 0,1 0,3 5 0,3 0,05 

N = 17 N = 18 N = 19 N = 20 

 
Y / Х 2 4 Y / Х –2 4 Y / Х 3 5 Y / Х 2 5 
–1 0,2 0,1 –2 0,2 0,1 1 0,25 0,05 –2 0,25 0,05 
2 0,25 0,2 1 0,2 0,25 3 0,25 0,15 2 0,15 0,25 
3 0,1 0,15 3 0,1 0,15 4 0,1 0,2 4 0,1 0,2 

N = 21 N = 22 N = 23 N = 24 

 
Y / Х 2 5 Y / Х 1 3 Y / Х –1 4 Y / Х 3 5 
–1 0,25 0,15 –2 0,2 0,1 –2 0,15 0,05 1 0,15 0,1 
3 0,05 0,25 2 0,2 0,1 1 0,2 0,2 2 0,25 0,15 
4 0,1 0,2 4 0,3 0,1 3 0,3 0,1 4 0,3 0,05 

N = 25 N = 26 N = 27 N = 28 

 
Y / Х 1 2 Y / Х –1 3 
–2 0,1 0,2 –2 0,2 0,1 
0 0,25 0,2 0 0,2 0,25 
4 0,1 0,15 1 0,15 0,1 

N = 29 N = 30 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Курс «Теория вероятностей и математическая статистика» изучается 
обычно обучающимся 2-го курса. Данное учебно-методическое пособие 
предназначено для проведения практических занятий по этому курсу и для 
организации самостоятельной работы обучающихся. В соответствии с по-
следней редакцией учебных планов самостоятельная работа обучающегося 
занимает 70 % времени, отведенного на изучения данной дисциплины. По-
этому каждое занятие начинается с контрольных вопросов, ответы на кото-
рые он будет искать либо в теоретической части данного пособия, либо  
в рекомендованной для изучения литературе. 

Отчетная работа обучающегося по каждому занятию оформляется так: 
пишется краткий титульный лист занятия. Затем записывается первый кон-
трольный вопрос и подробный ответ на этот вопрос. После этого идет вто-
рой контрольный вопрос и подробный ответ на него, и так далее. Затем изу-
чаются и подробно записываются примеры решения аудиторных заданий. 
После этого записывается первая самостоятельная задача и с помощью 
найденного примера пишется подробное решение этой задачи. В конце за-
писывается подробный ответ. Все остальные самостоятельные задачи 
оформляются аналогичным образом. 

Готовый отчет по конкретному занятию оформляется в виде доку-
мента Word со встроенными фотографиями (одно фото на одной странице). 
Имя файла должно содержать номер занятия и информацию об авторе ре-
шения. Этот документ Word отправляется на проверку преподавателю че-
рез систему ЭИОС. Все зачтенные практические занятия и задачи расчетно-
графической работы обеспечивают обучающемуся допуск на контрольную 
работу по данному курсу. 

Подобный метод организации самостоятельной работы обучающегося, 
по мнению автора, обеспечивает хороший уровень освоения дисциплины. 
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Приложение 

Таблица П.1 

Значения функции φ(х) с точностью до 
410
 

х 
Сотые доли переменной х 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973 

0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 

0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825 

0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697 

0,4 3683 3668 3653 3637 3721 3605 3588 3572 3555 3538 

0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3411 3391 3372 3352 

0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144 

0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920 

0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685 

0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444 

1,0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203 

1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2030 2012 1989 1965 

1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1827 1804 1781 1759 1736 

1,3 1714 1692 1669 1647 1626 1004 1582 1561 1540 1518 

1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 

1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1181 1163 1145 1127 

1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957 

1,7 0941 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804 

1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669 

1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 
При х  2 функция Лапласа φ (х) принимает значения 

х 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 

φ (х) 0,0540 0,0440 0,0355 0,0283 0,0224 0,0175 0,0136 0,0104 0,0079 0,0060 
х 3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 

φ (х) 0,0044 0,0033 0,0024 0,0017 0,0012 0,0009 0,0006 0,0004 0,0003 0,0002 

Замечание. При х > 4 можно считать, что φ(х) = 0. Функция Лапласа φ(х) 

обладает свойством четности, то есть φ(х) = φ(х).  
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Таблица П.2 

Значения функции Ф(х) с точностью до 410  

х Сотые доли переменной х 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,0000 0040 0080 0112 0160 0199 0239 0279 0319 0359 

0,1 0398 0438 0478 0517 0557 0596 0636 0675 0714 0754 

0,2 0793 0832 0871 0910 0948 0987 1026 1064 1103 1141 

0,3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517 

0,4 1554 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879 

0,5 1915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224 

0,6 2258 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2518 2549 

0,7 2580 2612 2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 2852 

0,8 2881 2910 2939 2967 2996 3023 3051 3079 3106 3133 

0,9 3159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365 3389 

1,0 3413 3438 3461 3485 3508 3531 3553 3577 3599 3621 

1,1 3643 3665 3686 3708 3729 3749 3770 3790 3810 3830 

1,2 3849 3869 3888 3907 3925 3944 3962 3980 3997 4015 

1,3 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177 

1,4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319 

1,5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4430 4441 

1,6 4452 4463 4474 4485 4495 4505 4515 4525 4535 4545 

1,7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633 

1,8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4700 4706 

1,9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4762 4767 

При х  2 функция Лапласа Ф (х) принимает значения 
х 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 

Ф(х) 0,4773 0,4821 0,4861 0,4893 0,4918 0,4938 0,4953 0,4965 0,4974 0,4981 
х 3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 х >3,8 

Ф(х) 0,4987 0,4990 0,4993 0,4995 0,4997 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999 0,5000 

Замечание. Функция Лапласа Ф(х) обладает свойством нечетности, то есть: 

Ф(х) = Ф(х). 
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