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ВВЕДЕНИЕ 

Сопротивление материалов – одна из важнейших дисциплин в подго-
товке обучающихся высших учебных заведений технических специально-
стей. Теория прочности и напряженного состояния позволяет выполнить 
расчет конструкций, сооружений, машин, механизмов и их деталей на 
прочность и жесткость при различных видах деформаций, таких как рас-
тяжение и сжатие, кручение и изгиб, а также выполнить расчет на устой-
чивость и проектный расчет. Основными расчетными элементами кон-
струкций, сооружений, машин и механизмов являются пластины, стержни, 
балки и брусы различного профиля, а также тросы и канаты. 

Хорошее усвоение этой дисциплины требует не только глубокого изу-
чения ее теории, но и приобретения твердых навыков в решении практиче-
ских задач по расчету элементов конструкций, сооружений, машин и меха-
низмов на прочность и жесткость при различных видах деформаций. 

В практикуме приведено пять практических работ, включающих три-
надцать заданий в тридцати вариантах по расчету стержней и балок раз-
личного профиля на прочность и жесткость при различных видах дефор-
маций, таких как растяжение и сжатие, кручение, изгиб при одновремен-
ном построении эпюр внутренних силовых факторов. Также представлены 
задания по определению геометрических характеристик плоских сечений 
и задания на устойчивость стержней (прил. 1). Для всех заданий даны по-
дробные примеры их решения. Кроме того, приводится образец оформле-
ния титульного листа практической работы (прил. 2). 

Практикум предназначен для обучающихся по специальности 
17.05.01 Боеприпасы и взрыватели (уровень специалитета). На основе 
приведенных примеров обучающиеся (особенно заочных и очно-заочных 
форм) могут самостоятельно выполнять эти задания, тем самым закрепляя 
теоретические основы сопротивления материалов. 
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 1  
ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИЙ ОПОР И РЕАКЦИЙ СВЯЗЕЙ 

КОНСТРУКЦИЙ 

Задание 1. Определить реакции опор и реакции связи плоской со-
ставной конструкции. 

Задана нагруженная плоская составная стержневая конструкция, со-
стоящая из двух частей, связанных между собой шарнирной связью. Кон-
струкция размещена на опорах. Условное обозначение опор, шарнирной 
связи и их реакции приведены в табл. 1. Варианты схем конструкции при-
ведены на рис. 1–5, а исходные данные – в табл. 2. Оси координат x  и y  

направлены соответственно горизонтально и вертикально в плоскости 
чертежа этой конструкции. 

Требуется найти реакции опор и связи. 
 

Таблица 1 
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Рис. 1 
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Рис. 2 
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Рис. 3 
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Рис. 4 



 10 

 

Рис. 5 
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Таблица 2 

№  
варианта 

Р q М а №  
варианта 

Р q М а 

кН кН/м кНꞏм м кН кН/м кНꞏм м 

1 4 4 8 2 16 – 8 49 2 

2 2 2 4 2 17 4 6 8 2 

3 8 2 4 2 18 2 2 8 2 

4 2 2 8 2 19 2 2 – 2 

5 4 4 8 2 20 4 2 – 2 

6 2 2 8 2 21 4 2 8 2 

7 – 8 49 2 22 4 2 – 1 

8 4 – 8 2 23 4 2 16 2 

9 2 8 8 1 24 4 2 16 2 

10 2 4 8 2 25 – 4 2 2 

11 4 2 8 2 26 3 2 9 3 

12 4 2 10 2 27 4 2 3 2 

13 4 – 4 2 28 4 8 4 1 

14 8 – – 2 29 2 2 40 2 

15 – 2 4 2 30 2 2 4 2 

Пример выполнения задания 1 

Задана плоская составная стержневая конструкция, состоящая из двух ча-
стей АВ и ВD, связанных между собой шарнирной связью В, показанная на рис. 
6. Конструкция размещена на опорах А и С. К ней приложены внешние сосредо-
точенные силы Р = 2 кН, распределенная внешняя нагрузка с интенсивностью  
q = 2 кН/м и сосредоточенные внешние моменты М = 4 кНꞏм. Размер а = 1 м. 

Требуется найти реакции опор А, С и связи В. 
 

 

Рис. 6 
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Решение 

В общем случае систему уравнений равновесия плоской конструкции, 

состоящую из двух уравнений проекций и одного уравнения моментов, 

можно записать в виде    

 

  0xi
i

F  ; 
1

  0
2yi

i
F  ; ( ) 0i m

i m
M F Mo   


,                   (1) 

 

где xiF  и yiF  – проекции внешних сил, действующих на конструкцию,  

и реакций ее опор на оси координат x и y; ( )o i i iM F F h


 и ih  – моменты  

и плечи этих сил и реакций относительно какой-либо точки О; mM  – 

внешние сосредоточенные моменты, приложенные к конструкции. 

Если xiF  и yiF  направлены в сторону увеличения положительных 

значений осей x  и y , а ( )iM Fo


 и mM  при взгляде с конца к началу этих 

осей – против хода часовой стрелки, то в (1) они выбираются положитель-

ными, а если они направлены наоборот – отрицательными. 

Согласно (1) уравнений равновесия плоской конструкции можно со-

ставить только три, тогда как согласно табл. 1 число неизвестных реакций 

опор А (заделки) и С (катка) рассматриваемой плоской составной кон-

струкции составляет четыре.  

Для снятия статической неопределенности решаемой задачи разделим 

рассматриваемую конструкцию относительно связи В на две части АВ  

и ВD и, используя табл. 1, заменим действие опор А и С этой конструкции 

и ее связи В их реакциями ,, , ,А A A C ВХ Y M Y Х  и ВY . В результате получим 

расчетную схему, показанную на рис. 7, а, б, где первоначально направле-

ния реакций , ,А A AХ Y M  и CY  опор А и С выбраны положительными, реак-

ции ВX  и ВY  связи В части АВ – также положительными и они же части 

ВD – отрицательными. 
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а)                                          б) 

Рис. 7 
 
 
Запишем систему уравнений равновесия (1) для каждой из частей АВ 

и ВD. 
Часть АВ: 
 

1) 0A BX X X   ;                                                                               (2) 

2) 0 4 A BY Y P Y    ; 

3) 2 4 2 0A ABM Y a Pa M M      ; 

Часть ВD: 
 

4) 0BX X P    ; 

5) 0CB qY Y P P Y P       ;                                                           (3) 

6) 2 0CB qM P a Pa Y a Pa M       , 

 

где уравнения моментов записаны относительно связи В; qP  – внешняя 

сосредоточенная сила 
 

2 4qP qa   кН,                                              (4) 

 

приложенная посередине участка 2а, заменяющая внешнюю распределен-
ную нагрузку с интенсивностью q. 

Из систем уравнений равновесия (2) и (3) получим: 
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4) 2BX P     кН; 

1) 2A BX X    кН; 

6) 2 / 2C qY P P P M а      кН;                                                           (5) 

5) 2B q CY P P Y P        кН; 

2) 4 10A BY Y P     кН; 

3) 2 4 2 4A AM Y a Pa M     кНꞏм, 
 

где номер перед реакцией соответствует номеру уравнения в этих систе-
мах, из которого она определена. 

Если при расчете какая-либо из реакций , ,А A AХ Y M  и CY  имела бы от-

рицательное значение, ее направление на  расчетной схеме, показанной на 
рис. 7, необходимо было бы заменить на обратное и выполнить повторный 
расчет. Реакции ВХ  и ВY  связи В могут иметь как положительные, так  

и отрицательные значения. 
Модули реакций AR  и BR  опор А и В определим из формул 
 

2 2 10,198A AAR X Y    кН; 
 

2 2 2,828B BBR X Y    кН. 
 

Результаты расчета сведены в табл. 3. 
 

Таблица 3 

BX  AX  CY  BY  AY  AM  AR  BR  

кН кНꞏм кН 

–2 2 2 –2 10 4 10,2 2,8 

Проверка 

Для проверки правильности решения объединим части АВ и ВD рас-
четной схемы, показанной на рис. 7, а, б относительно связи В вместе.  
В результате получим расчетную схему, показанную на рис. 8. 
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Рис. 8 
 
 
Составим систему уравнений равновесия (1) для полученной расчет-

ной схемы: 
 

2 2 0AX X P     ; 

4 10 8 2 4 2 2 0A CqY Y P P P Y P             ;            (6) 

2 4 3 3 4А A CqM M M M Pa Pa P a Y a Pa          

4 8 4 8 2 12 6 8 0         , 
 

где уравнение моментов записано относительно опоры А. 
Тождество уравнений (6) нулю при подстановке в них расчетных дан-

ных из табл. 3 свидетельствует о правильности решения. 
Задание 2. Определить реакции опор пространственной конструкции. 
Задана нагруженная пространственная стержневая конструкция, раз-

мещенная на опорах. Условные обозначения опор, которые используются 
в различных вариантах конструкции, и их реакции приведены в табл. 1. 
Варианты схем конструкции приведены на рис. 9–13, а исходные данные – 
в табл. 4. Оси координат x  и y  направлены соответственно горизонталь  

и вертикально в плоскости чертежа этой конструкции, а ось z  – перпен-
дикулярно к плоскости чертежа. Требуется найти реакции ее опор. 
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Рис. 9 



 17 

 

Рис. 10 



 18 

 

Рис. 11 



 19 

 

Рис. 12 



 20 

 

Рис. 13 
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Таблица 4 

№  
варианта 

Р q М а №  
варианта 

Р q М а 
кН кН/м кНꞏм м кН кН/м кНꞏм м 

1 2 4 – 2 16 2 2 – 2 
2 4 2 – 2 17 4 2 10 2 
3 2 2 – 2 18 4 2 6 1,5 
4 2 - – 2 19 8 2 – 2 
5 4 2 – 2 20 4 3 – 2 
6 – 2 8 2 21 4 2 – 2 
7 4 2 8 2 22 2 – 8 2 
8 4 2 – 4 23 2 2 8 2 
9 4 2 – 4 24 4 – 8 1 

10 4 2 8 1 25 6 2 – 2 
11 2 – 8 2 26 2 2 – 2 
12 4 2 – 2 27 4 2 – 2 
13 3 2 4 2 28 4 2 – 4 
14 4 2 8 2 29 4 2 – 2 
15 8 2 – 2 30 4 2 – 4 

Пример выполнения задания 2 

Задана пространственная стержневая конструкция, показанная на рис. 14. 
Конструкция размещена на опорах А, В, С и D. К ней приложены внешняя 
сосредоточенная сила Р = 6 кН, распределенная внешняя нагрузка с интен-
сивностью q = 3 кН/м и сосредоточенный внешний момент М = 2 кН∙м. Раз-
мер а = 4 м. 

Требуется найти реакции ее опор А, В, С и D. 
 

 

Рис. 14 
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Решение 

В общем случае систему уравнений равновесия пространственной 
конструкции, состоящую из трех уравнений проекций и трех уравнений 
моментов, можно записать в виде  

 

  0xi
i

F  ; 0 yi
i

F  ;  0 zi
i

F  ; 

( ) 0x i xm
i m

M F Mo   


;  ( ) 0y i ym
i m

M F Mo   


;               (7) 

( ) 0z i zm
i m

M F Mo   


, 

 

где xiF , yiF  и ziF  – проекции внешних сил, действующих на конструк-

цию, и реакций ее опор на оси координат x, y и z; ( )x i xi iM F F ho 


, 

( )y i yi iM F F ho 


 и ( )z i zi iM F F ho 


 – моменты этих сил и реакций относи-

тельно осей координат x, y и z в соответствующих плоскостях Оyz, Оxz  
и Оxy при условии, что эти плоскости рассматриваются со стороны конца 
осей координат x, y и z; ih  – плечи этих проекций сил и проекций реакций 

относительно какой-либо произвольной точки О в соответствующих плос-
костях Оyz, Оxz и Оxy; xmM , ymM  и zmM  – внешние сосредоточенные мо-

менты, приложенные к конструкции в этих же соответствующих им плос-
костях Оyz, Оxz и Оxy. 

Если xiF , yiF  и ziF  направлены в сторону увеличения положитель-

ных значений осей x, y и z, а ( )x iM Fo


, ( )y iM Fo


, ( )z iM Fo


, xmM , ymM   

и zmM  при взгляде с конца к началу этих осей – против хода часовой 

стрелки, то они в (7) выбираются положительными, а если они направле-
ны наоборот – отрицательными. 

Отбросим от рассматриваемой конструкции ее опоры А, В, С, D и, ис-
пользуя табл. 1, заменим их действие реакциями , , , ,A B B C CX X Y Y Z  и DX . 

В результате получим расчетную схему, показанную на рис. 15. Первона-
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чально направления реакций , , , ,A B B C CX X Y Y Z  и DX  выберем положи-

тельными. 
 

 

Рис. 15 
 
 
Согласно расчетной схеме, показанной на рис. 15, конструкция со-

держит шесть неизвестных реакций , , , ,A B B C CX X Y Y Z  и DX . Уравнений 

равновесия (7) для определения этих реакций тоже шесть, т. е. решаемая 
задача статически определена. Это позволяет записать систему уравнений 
равновесия (7) этой конструкции по ее расчетной схеме в виде: 

 

1) 0 A B DХ X X X    ; 

2) 0Cq BY P Y Y     ; 

3) 0CZ P Z    ;                                                                               (8) 

4) 0CBxM Pa Y a    ; 

5) 0DByM Pa X a    ; 

6) 0
2A DBz q
a

M X a P X a M      , 

 

где уравнения моментов записаны относительно опоры В, которая выбра-
на за начало координат системы отсчета Bxyz; qP  – внешняя сосредото-

ченная сила (4) 
 

12qP qa   кН, 
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приложенная посередине участка а, заменяющая внешнюю распределен-
ную нагрузку с интенсивностью q. 

Из системы уравнений равновесия (8) получим: 
 

3) 6CZ P   кН; 

4) 6CY P   кН; 

5) 6DX P     кН; 

2) 6CB qY Y P     кН; 

6) / 2 / 12,5A DqX P X M a     кН; 

1) 6,5B A DX X X      кН, 
 

где номер перед реакцией соответствует номеру уравнения в этой системе, 
из которого она определена. 

Отрицательные значения реакций DX  и BX  характеризует то, что 

направления этих реакций должны быть изменены на обратные, как пока-
зано пунктиром на расчетной схеме, изображенной на рис. 15. После по-
вторного расчета этих реакций с измененными направлениями они примут 
положительные значения 6DX   кН и 6,5BX   кН. 

Модули реакций BR  и CR  опор В и С определим из формул: 
 

2 2 8,85B B BR x y    кН; 2 2 8,49C C CR y z    кН. 
 

Результаты расчета сведены в табл. 5. 
 

Таблица 5 

CZ  CY  DX  BY  AX  BX  BR  СR  

кН 

6 6 6 6 12,5 6,5 8,85 8,49 

 

Проверка 

Для проверки правильности решения выберем произвольную точку О, 
как показано на расчетной схеме, приведенной на рис. 15. Точка О должна 
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быть выбрана так, чтобы в уравнения моментов (7) входили все шесть ра-
нее определенных реакций CZ , CY , DX , BY , AX  и BX  из табл. 5. 

Составим уравнения моментов (7) относительно этой точки:   
 

2 2 2 2 2C COx q B
a a a a a

M P P Y Z Y       12 24 12 12 12 0      ; 

2 2 2А B DOy
а a a

М X Pa X X     25 24 13 12 0    ; 

2 2 2 2А B DO qz
а a a a

М X P X X М       25 24 13 12 2 0      . 

 

Тождество этих уравнений нулю при подстановке в них расчетных 
данных из табл. 5 свидетельствует о правильности решения. 



 26 

 

 

 

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 2 

РАСЧЕТ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ НА ПРОЧНОСТЬ  

ПРИ РАСТЯЖЕНИИ 

Задание 3. Рассчитать продольные силы, нормальные напряжения  

и перемещения при осевом растяжении и сжатии стержня. Рассчитать 

стержень на прочность. 

Нагруженный ступенчатый стержень из хрупкого материала с од-

ним свободным, а с другим жестко закрепленным концом работает на 

центральное растяжение и сжатие либо только на растяжение или сжа-

тие.  

Схемы различных вариантов нагружения стержня показаны на 

рис. 16–20. Здесь же в таблицах приведены соответствующие этим схе-

мам исходные данные. Ось координат x  проходит по центральной оси 

стержня. 

Требуется: 

– построить эпюры внутренних продольных сил xN , нормальных 

напряжений x  и перемещений xu  поперечных сечений стержня; 

– проверить перемещение свободного конца, используя принцип не-

зависимости действия сил; 

– проверить стержень на прочность, полагая, что стержень изготовлен из 

хрупкого материала с пределом прочности при растяжении 100][ p  МПа  

и сжатии 200][ c  МПа. 
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Рис. 16 



 28 

 

Рис. 17 
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Рис. 18 
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Рис. 19 
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Рис. 20 
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Пример выполнения задания 3 

Схема нагружения стержня показана на рис. 21, а, а исходные данные 
приведены в табл. 6. 

 

 

Рис. 21 
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Таблица 6 

1P  2P  3P  1l  2l  3l  4l  AСF  СЕF  E  

Н мм 2мм  MПа  

2 000 1 000 2 000 200 200 250 250 80 40 52 10  

Решение 

Для определения внутренних продольных сил , ,AB BC CDN N N  и DEN , 

нормальных напряжений , ,AB BC CD    и DE  и удлинений или укороче-

ний , ,AB BCl l   CDl  и DEl  стержня на участках , ,AB BC CD  и DE  ис-

пользуем метод сечений. Для этого мысленно рассечем стержень сечени-
ями 1-1, 2-2, 3-3 и 4-4 примерно посередине участков , ,AB BC CD  и DE , 

как показано на рис. 21, а. 
Как известно, в общем случае, в сечении i – i балки может действо-

вать шесть внутренних силовых факторов: xi xiN Q  и xiM  – продольная 

сила и крутящий момент по оси x  балки; ,yi ziQ Q  и ,yi ziM M  – поперечные 

силы и изгибающие моменты относительно осей y  и z . 

Условно положительные направления этих силовых факторов, кото-
рые необходимо откладывать слева от сечения i – i и справа от него, пока-
заны на рис. 21, б (правило знаков). С каким знаком эти силовые факторы 
определяются из уравнений равновесия, которые приведены в конкретных 
заданиях ниже, с таким знаком и следует откладывать их при построении 
эпюр этих силовых факторов. 

Истинные направления этих силовых факторов совпадают с условно 
положительными направлениями, если силовые факторы при расчете по-
ложительны и направлены противоположно, если при расчете они отрица-
тельны. Если истинные направления ,yi ziM M  соответствуют рис. 21, б, то 

верхние волокна стержня на участке, через который проходит сечение  
i – i, сжаты, а нижние растянуты. Если же ,yi ziM M  направлены наоборот, 

то сжатие и растяжение верхнего и нижнего волокон необходимо поме-
нять местами. 

Так как поперечные сечения стержня, например, круглого, на его 

участках АС и СЕ постоянны ACF  и CEF const , то продольные силы ABN , 
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BCN , CDN , DEN  и нормальные напряжения AB , BC , CD , DE  на участ-

ках , ,AB BC CD  и DE  стержня можно определить как 
1ABN Nx , 

2BCN Nx , 
3CDN Nx , 

4DEN Nx  и 
1AB x  , 

2BC x  , 
3CD x  , 

4DE x  , где 
1

Nx , 2xN , 
3

Nx , 
4

Nx  и 
1x , 

2x , 
3x , 

4x  – внутренние 

продольные силы и нормальные напряжения в сечениях 1-1, 2-2, 3-3 и 4-4 

стержня. 

Уравнения равновесия в произвольном сечении i – i стержня можно 

записать в виде 
 

0xi xk
k

N P  ,                                           (9) 

 

где xi xiN Q  – внутренняя продольная сила в сечении i – i с выбранным 

условно положительным направлением, показанным на рис. 21, б; xkP  – 

внешние силы, приложенные к неотброшенной части стержня. Если xiN   

и xkP  направлены в сторону увеличения положительных значении оси x , 

то они в уравнении (9) принимаются положительными, и отрицательными, 

если они направлены наоборот. 

Если после расчета из уравнения (9) продольная сила xiN  в сечении  

i – i, откладываемая на ее эпюре xN , положительна, то на участке, через 

который проходит это сечение, стержень растянут, а если отрицательна – 

сжат. Это же справедливо и для нормального напряжения x  и его удли-

нения xl . 

Для растянутого участка стержня истинное направление xiN  – от се-

чения i – i, а для сжатого – к этому сечению. 

Сечение 1-1. 

Мысленно отбросим левую часть стержня по сечению 1-1, а ее дей-

ствие на оставшуюся часть стержня заменим действием внутренней про-

дольной силы ABN , как показано на рис. 22. 

Для определения неизвестной продольной силы ABN  составим урав-

нение равновесия (9) стержня в сечении 1-1  
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1 2 3 0ABX N P P Р      , 

откуда 

1 2 3   1 000ABN P P Р     Н. 

 

 

Рис. 22 
 
Нормальное напряжение AB  и удлинение ABl  участка АB  опреде-

лим из формул 
 

2

1 000
12,5

80 м

  

м
AB

АB
AC

N Н

F
     МПа; 

1
5

1 000 200
0,0125

2 10

  
 

80
AB

AB
AC

N l
l

EF


   

 
 мм. 

 
Сечение 2-2. 
Мысленно отбросим левую часть стержня по сечению 2-2, ее дей-

ствие на оставшуюся часть стержня заменим действием внутренней про-
дольной силы BCN , как показано на рис. 23. 

 

 

Рис. 23 
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Для определения неизвестной продольной силы BCN  составим урав-

нение равновесия (9) стержня в сечении 2-2 
 

2 3 0,BCX N P Р      

откуда 

2 3 1 000  BCN P Р     Н. 
 

Нормальное напряжение BC  и укорочение BCl  участка BC  опреде-

лим из формул: 
 

2

1 000
12,5

80 мм

  BC
BC

AC

N Н

F
       МПа; 

2
5

1 000 200
0,0125

2 10

  

80
 BC

BC
AC

N l
l

EF


     

 
 мм. 

 

Сечение 3-3. 
Мысленно отбросим левую часть стержня по сечению 3-3, ее дей-

ствие на оставшуюся часть стержня заменим действием внутренней про-
дольной силы CDN , как показано на рис. 24. 

 

 

Рис. 24 
 
 
Для определения неизвестной продольной силы CDN  составим урав-

нение равновесия (9) стержня в сечении 3-3 
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3 0,CDX N Р     

откуда 

3 2000 CDN Р     Н. 
 

Нормальное напряжение CD  и укорочение CDl  участка CD  опреде-

лим из формул: 
 

2
0

 2000
5

40 мм
CD

CD
CE

N Н

F
       МПа; 

3
5

0
 2000 250

,0625 
2 10 40

CD
CD

CE

N l
l

EF


     

 
 мм. 

Сечение 4-4. 
Мысленно отбросим левую часть стержня по сечению 4-4, а ее дей-

ствие на оставшуюся часть стержня заменим действием внутренней про-
дольной силы DEN , как показано на рис. 25. 

Для определения неизвестной продольной силы DEN  составим урав-

нение равновесия (9) стержня в сечении 4-4 
 

0DEX N   . 
 

 

Рис. 25 
 
 
Нормальное напряжение DE  и изменение DEl  длины участка DE  

определим из формул: 
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0DE
DE

CE

N

F
   ; 

4 0DE
DE

CE

N l
l

EF
   . 

 

Смещение , , ,A B C Du u u u  и Eu  точек , , ,A B C D  и E  стержня определим 

как 
 

0;Au   

0,0125 B A ABu u l     мм; 

0C B BCu u l     мм; 

0,0625 D С CDu u l      мм; 

0,0625 E D DEu u l      мм. 
 

Используя результаты расчета продольных сил , ,AB BC CDN N N  и DEN , 

нормальных напряжений , ,AB BC CD    и DE  на участках , ,AB BC CD  и DE  

стержня, а также смещений , , ,A B C Du u u u  и Eu  его точек , , ,A B C D  и E , по-

строим эпюры Nx , x  и xu , показанные на рис. 21. По этим эпюрам можно 

найти значения Nx , x  и xu  для любого произвольного сечения стержня. 

Проверим смещение Eu  точки E  стержня по принципу независимо-

сти действия сил. 
Рассчитаем Eu  от действия сил 1 2,P P  и 3P  отдельно: 
 

1 1
1 1 5

2 000 200
( ) ( ) 0,025

2 1

  

0 80
E AB

AC

Pl
u P l P

EF


    

 
 мм. 

2 1 2
2 2 2 5

( ) 1 000 400
( ) ( ) ( ) 0,025

2 10 80

  
E AB BC

AC

P l l
u P l P l P

EF

 
      

 
 мм. 

3 1 2 3 3
3 2 2 3

( )
( ) ( ) ( ) ( )E AB BC CD

AC CE

P l l P l
u P l P l P l P

EF EF


           

5 5

2 000 400 2 000 250
0,1125

2 10 80 2

 

10

   

0
 

4

 
    

   
 мм. 
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Тогда Eu  равно 
 

1 2 3( ) ( ) ( ) 0,025 0,025 0,1125 0,0625  E E E Eu u P u P u P         мм. 
 

Проверим стержень на прочность. Для этого запишем условие проч-
ности стержня при его растяжении 

 

max
max

| |
| | [ ]AB

AB
AC

p
N

F
                                  (10) 

и сжатии 

max
max

| |
| | [ ]CD

CD
CE

c
N

F
   , 

 

где max| |AB  и max| |CD  – максимальные значения нормальных напряже-

ний на участках АВ и CD при растяжении и сжатии стержня, которые взя-
ты по модулю. 

После подстановки из условий прочности имеем: 
 

12,5 100  МПа; 

50 200  МПа. 
 

Из полученных неравенств делаем вывод, что при заданных нагрузках 

1 2,P P , 3P , размерах 1 2 3, , , ACl l l F , CEF  и свойствах материала Е стержня он 

удовлетворяет условиям прочности (10). 
Коэффициент запаса по пределу прочности стержня составляет 
 

max[ ]/ | | 200 / 50 4CDcn     . 
 

Если бы стержень при заданных нагрузках не удовлетворял условию 
прочности (10), то необходимо было бы провести проектный расчет 
стержня, осуществив подбор его необходимых поперечных сечений ACF   

и CEF . 
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 3 
РАСЧЕТ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ НА ПРОЧНОСТЬ  

ПРИ КРУЧЕНИИ 

Задание 4. Рассчитать стержень на прочность и жесткость при круче-
нии. 

Три возможные схемы нагружения стержня показаны на рис. 26, а, б, в,  
а исходные данные для этих схем для различных вариантов приведены в 
табл. 7. Ось координат x  проходит по центральной оси стержня. 

 

 

Рис. 26 
 
 

Требуется: 

 найти внутренние крутящие моменты ABM  и BCM  на участках АВ  

и ВС стержня; 

 подобрать размеры поперечных сечений стержня (диаметр d  
стержня и размер h  = b  стороны его квадрата) для этих участков исходя 

из условий прочности ABd , BCd  и жесткости θ
ABd , θ

BCd , а также принять 

единый размер d h b   их поперечных сечений; 

 найти углы AВ  и ВС  закручивания участков АВ и ВС стержня  

и угол   С  поворота его свободного конца; 
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 построить эпюры внутренних крутящих моментов M x  и углов х  

поворота сечений стержня.  
 

Таблица 7 

№ 
варианта 

№ 
схемы 

1l  2l  1М  2М  G   τ   θ  /Bс d d  

мм  мН   MПа  град/м   

1 в) 500 200 120 100 8∙104 80 0,5 – 

2 а) 200 200 240 –140 8∙104 80 0,5 0,7 

3 б) 500 200 360 –140 8∙104 80 0,5 0,7 

4 в) 200 200 240 –40 8∙104 90 0,4 – 

5 а) 200 500 120 –160 8∙104 90 0,4 0,8 

6 б) 200 500 360 –160 8∙104 90 0,4 0,8 

7 в) 200 500 –120 200 8∙104 30 0,6 – 

8 а) 500 200 240 –40 8∙104 30 0,6 0,6 

9 б) 200 200 120 –40 8∙104 30 0,6 0,6 

10 в) 500 200 160 –120 8∙104 30 0,5 – 

11 а) 200 200 80 –200 8∙104 30 0,5 0,8 

12 б) 500 200 240 –200 8∙104 30 0,5 0,8 

13 в) 200 200 –80 110 8∙104 40 0,4 – 

14 а) 200 500 160 –50 8∙104 40 0,4 0,7 

15 б) 200 500 80 –50 8∙104 40 0,4 0,7 

16 в) 200 500 260 –100 8∙104 50 0,3 – 

17 а) 500 200 150 –250 8∙104 50 0,3 0,6 

18 б) 200 200 410 –250 8∙104 50 0,3 0,6 

19 в) 200 300 240 –80 8∙104 50 0,8 – 

20 а) 300 100 –120 40 8∙104 50 0,8 0,8 

21 б) 200 100 120 40 8∙104 50 0,8 0,8 

22 в) 600 400 120 –140 8∙104 60 0,1 – 

23 а) 400 500 –240 100 8∙104 60 0,1 0,6 

24 б) 600 500 –120 100 8∙104 60 0,1 0,6 

25 в) 400 100 100 100 8∙104 70 0,3 – 

26 а) 100 300 250 –150 8∙104 70 0,3 0,3 

27 б) 400 300 350 –150 8∙104 70 0,3 0,8 

28 а) 400 400 420 –200 8∙104 80 0,45 0,9 

29 б) 450 350 360 –220 8∙104 75 0,85 0,85 

30 в) 250 450 520 –280 8∙104 85 0,55 0,75 
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Ниже приведены полярные моменты инерции J  и полярные моменты 
сопротивления W  различных поперечных сечений стержня, которые ис-
пользуются в различных схемах его нагружения. 

Круглое сечение 
 

4π / 32J d ; 3π /16W d ,                                      (11) 
 

где 2d r  – диаметр стержня и его радиус. 
Кольцевое сечение 
 

4 4π (1 ) / 32J d c  ; 3 4π (1 ) /16W d c  ,                              (12) 
 

где /Bc d d ; Bd  и d  – внутренний и внешний диаметр кольцевого сечения. 

Квадратное сечение h b  
 

40,14J h ; 30,21W h .                                        (13) 
 

Пример выполнения задания 4 

Схема нагружения стержня показана на рис. 27, а исходные данные 
приведены в табл. 8. 

 

 

Рис. 27 
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Таблица 8 

1l  2l  1М  2М  G   τ   θ  /Bс d d  

мм  мН   MПа  град/м  – 

300 400 400 –300 48 10  100 0,6 0,8 

Решение 

Для определения внутренних крутящих моментов ABM  и BCM  на 

участках АВ и ВС стержня используем метод сечений. Для этого мыслен-
но рассечем стержень примерно посередине участков AB  и BC  сечения-
ми 1-1 и 2-2, как показано на рис. 27. 

Так как поперечные сечения стержня по длине его участков АВ  
и ВС неизменны ( , , , constBd d h b  ), то для внутренних крутящих момен-

тов ABM  и BCM  на этих участках справедливо 
1ABM M x , 

2BCM M x , 

где 
1

M x  и 2xM  – внутренние крутящие моменты в сечениях 1-1 и 2-2 

стержня. 
Уравнение равновесия стержня в его произвольном сечении i i  

можно записать в виде 
 

0xi xk
k

M M  ,                                            (14) 

 

где xiM  – внутренний крутящий момент в сечении i i  с выбранным 

условно положительным направлением, показанным на рис. 21, б; xkM  – 

внешние крутящие моменты, приложенные к неотброшенной части 
стержня. Если xiM  и xkM  при взгляде с конца на начало оси x направлены 

против хода часовой стрелки, то они в уравнении (14) принимаются поло-
жительными, а если они направлены наоборот – отрицательными. 

Если после расчета из уравнения (14) крутящий момент xiM , откла-

дываемый на его эпюре xM , положителен, то на участке, через который 

проходит сечение i i  и взгляде с конца на начало оси x стержень закру-
чивается по ходу часовой стрелки, а отрицательный – он закручивается 
наоборот. 
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Сечение 1-1. 
Мысленно отбросим левую часть стержня по сечению 1-1 и в этом се-

чении введем неизвестный внутренний крутящий момент ABM , как пока-

зано на рис. 28. 
 

 

Рис. 28 

 
 
Для определения внутреннего крутящего момента ABM  составим 

уравнение равновесия (14) стержня в сечении 1-1: 
 

1 2 0АВхМ М М М     , 

откуда 

1 2 400 300 100АВМ М М      Нꞏм. 

 
Сечение 2-2. 
Мысленно отбросим левую часть стержня по сечению 2-2 и в этом се-

чении введем неизвестный крутящий момент BCM , как показано на рис. 29. 
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Рис. 29 

 
Для определения неизвестного крутящего момента BCM  составим 

уравнение равновесия (14) стержня в сечении 2-2: 
 

2 0ВCхМ М М    , 

откуда 

2 300ВCМ М    Нꞏм. 
 

Внутренний крутящий момент BCM  в сечении 2-2 отрицателен. Сле-

довательно, его направление на рис. 29 при взгляде со стороны внешней 
нормали к этому сечению должно быть выбрано по ходу часовой стрелки, 
что характеризует то, что стержень на участке ВС при взгляде со стороны 
конца оси координат x закручивается в этом же направлении. 

Подбор диаметров поперечных сечений на участках АВ и ВС осуще-
ствим исходя из условия прочности  

 

 max max /M W   ,                                           (15) 
 

где max  и maxM  – максимальное касательное напряжение и максималь-

ный внутренний крутящий момент на рассматриваемом участке стержня; 

   – предельно допустимое касательное напряжение. 
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Участок АВ. 
Подставив в (15) max | | ABM M  и W  (12) для кольцевого поперечно-

го сечения участка АВ стержня, получим 
 

 
3 4 4 6

3
16 | | 16 100

0,02051
π(1 ) 3,14 (1 0,8 ) 100 1 0

 
 AB

ABM
d

c



 

  
   

 м. 

 

Участок ВС. 
Подставив в (15) max | | BСM M  и W  (13) для квадратного попереч-

ного сечения участка ВС стержня, получим 
 

 
33

6

| | 300
0,02426

0,21 0,21 100 10
 BC

BC
M

d


  
  

 м. 

 

Подбор диаметров поперечных сечений на участках АВ и ВС исходя 
из условия жесткости:  

 

 max maxθ / ( ) θM GJ  ,                                        (16) 
 

где maxθ  и maxM  – максимальный относительный угол закручивания и мак-

симальный внутренний крутящий момент на рассматриваемом участке 

стержня;  θ  – предельно допустимый относительный угол закручивания. 

Участок АВ. 
Подставив в (16) max | | ABM M  и J  (12) для кольцевого поперечного 

сечения участка АВ стержня, получим 
 

 
4

2 4 2 4 4 6
θ

4
32 180 | | 32 180 100

0,0379
π θ (1 ) 3,14 0,6 8 10 (1 0,8 )

 

1
 

0
AB

AB
M

d
G c

   
  

         
 м. 

  
Участок ВС.  
Подставив в (16) max | | BСM M  и J  (13) для квадратного поперечно-

го сечения участка ВС стержня, получим  
 

 
θ

44 4 6

180 | | 180 300
0,03992

0,14 π θ 0,14 3,14 0,6 8 1
 

0 1

 

0
ВС

ВС
M

d
G

 
  

       
 м. 
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За единый размер для обоих участков примем наибольший из четырех 
рассчитанных выше 

 

θ  0,03992ВСd h b d     м ≈ 40 мм. 
 

Абсолютные углы закручивания AВ и ВС участков АВ и ВС стержня 

определим из формул: 
 

AВ 1 1
4 4

3
3

4 4 4

32 32 100 300 10
2,527 10 рад

π (1 ) 8 10 3,14 40 (1 0,8 )
АВ ABМ l M l

GJ G d c


  

    
     

; 

ВС 2 2
4 4

3
4

300 400
4,185 10 рад

0,14 8 10 0,14 40
ВС ВСМ l M l

GJ G d


        
    

, 

где в первой формуле J  для кольцевого поперечного сечения стерж-
ня (12), а во второй – для его квадратного поперечного сечения (13). 

Определим абсолютный угол С  закручивания свободного конца 

стержня: 
 

А 0 ; 

32,527 10 радВ А АВ
       ; 

3 3 32,527 10 4,185 10 1,658 10 радС В ВС
              . 

 

Результаты расчета сведены в табл. 9. 
 

Таблица 9 

ABM  BCM  τ
ABd  τ

BCd  θ
ABd  θ

BCd  d  АВ  ВС  С  

мН   мм  310 рад  

100 –300 20,51 24,26 37,90 39,90 40 2,527 –4,185 –1,658 
 

По результатам расчетов строим эпюры внутренних крутящих момен-
тов xM  и абсолютных углов x  закручивания сечений стержня, которые 

показаны на рис. 27. 
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Задание 5. Определить геометрические характеристики поперечных 
сечений.  

Для составных поперечных сечений, показанных на рис. 30, требуется 
определить положение центра тяжести С , направления главных цен-

тральных осей u, v инерции и вычислить главные моменты инерции 

max, min I  относительно этих осей. Сечение необходимо представить в мас-

штабе. На нем нужно показать оси u и v, рядом с которыми необходимо 
выписать вычисленные моменты max, min I . 

 

 

Рис. 30 
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Размеры фигур, входящих в составные поперечные сечения, показанные 
на рис. 30, приведены в табл. 10. Кроме того, в ней для каждого из вариантов 
1–30 задан номер составного поперечного сечения 1–10 и номер строки 1–
10: номер швеллера по столбцу А, номер двутавра по столбцу Б, уголка рав-
нополочного по столбцу В и уголка неравнополочного по столбцу Г. 

 
Таблица 10 

Номер 
строки 

Номер 
поперечно-
го сечения 

Швеллер 
ГОСТ 

8240–56, 
№ 

Двутавр 
ГОСТ 

8239–56, 
№ 

Уголок  
равнопо-
лочный, 
мм 

ГОСТ 
8509–57 

Уголок 
неравнопо-
лочный, мм 

ГОСТ 
8510–57 

1 1 12 10 36×36×4 63×40×6 
2 2 14 12 40×40×4 75×50×8 
3 3 16 14 45×45×5 90×56×8 
4 4 18 16 50×50×5 100×63×10 
5 5 20 18 56×56×4 110×70×8 
6 6 22 20 63×63×6 125×80×12 
7 7 24 22 70×70×8 140×90×10 
8 8 27 24 80×80×8 160×100×14 
9 9 30 27 100×100×16 180×110×12 

10 10 33 30 140×140×12 250×160×20 

Номер 
вариан-

та 

Номер  
поперечно-
го сечения 

А Б В Г 

№ строки 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

3; 1 
3 
3 
 
 
 
 

1 

 
 
1 
1 
2 
 
 
6 

 
3 
 
 

7 
1 
4 
 

 
 
 

3 
 

9 
1 
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Окончание табл. 10 

Номер 
вари-
анта 

Номер  
поперечного 
сечения 

А Б В Г 

№ строки 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 

9 
10 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

 
10 

5; 2 
6 
7 
 
 
 
 
 
 

8 
10; 3 

9 
6 
 
 
 
 

4 
 

9 

 
 
 
 
4 
8 
3 
 
 
 
 
 
 
 
3 
4 
5 
 
 
9 
 
 

10 
 
 

6 
 
 

8 
5 
2 
9 
8 
 
 

9 
 
 

10 
2 
2 
 

8 
 

6 
3 
 
 
 
8 
 

10 
7 
5 
4 
5 
 
 
 
5 
 
7 
3 
 
3 
4 

Пример выполнения задания 5 

Исходное составное поперечное сечение показано на рис. 31. Требу-

ется определить положение центра его тяжести С , направления главных 

центральных осей u, v этого сечения и вычислить главные моменты инер-

ции max, min I  относительно этих осей. 
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Рис. 31 

Решение 

1. Разобьем исходное составное поперечное сечение на простые фи-
гуры: фигура 1 – двутавр № 10 и фигура 2 – швеллер № 16, как показано  
на рис. 32. 

 

 

Рис. 32 
 
 
2. Выпишем необходимые размеры и геометрические характеристики 

фигур 1 и 2 из ГОСТ 8239–56 и ГОСТ 8240–56 приложения: двутавр – 
площадь поперечного сечения F1 = 12 см2, высота hд = 10 см, ширина  
bд = 5,5 см, моменты инерции: Iz1 = 198 см4, Iy1 = 17,9 см4 относительно 
главных центральных осей 1z  и 1y  этой фигуры, проходящих через ее 

центр тяжести 1С ; аналогично для швеллера № 16 – площадь поперечного 
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сечения F2 = 18,1 см2, высота hш = 16 см, координата 2Y  = 5 см центра тя-

жести 2С  и моменты инерции Iz2 = 63,3 см4, Iy2 = 747 см4 относительно 

главных центральных осей 2z  и 2y  этой фигуры. 

3. Определим координаты центра тяжести С  составного сечения от-
носительно осей y и z: 

 

(1) (2)
1 1 2 2

1 2 1 2

12 5 18,1 ( 1,8) 27,42
0,91

12 18,1 30,1
z z z

с
S S S FY F Y

Y
F F F F F

     
     

  
 см; 

(1) (2)
1 1 2 2

1 2 1 2

12 13,25 18,1 8 303,8
10,09

12 18,1 30,1
y y y

c

S S S F Z F Z
Z

F F F F F

    
     

  
 см, 

 

положение которых выбрано исходя из удобства расчета, где zS , (1)
zS   

и (2)
zS  – статические моменты составного сечения и фигур 1 и 2; 

1 2F F F   – общая площадь составного поперечного сечения; 

1
д 52

h
Y    см, 2 1,8Y    см – координаты центров тяжести 1С  и 1С  

двутавра и швеллера соответственно относительно оси y ; 

1 ш
д 13,252

b
Z h    см, 2 ш / 2 8Z h   см – координаты центров тяжести 

1С  и 1С  двутавра и швеллера соответственно относительно оси z . 

4. Проведем через центр тяжести С  составного поперечного сечения 
центральные оси cy  и cz , как показано на рис. 32. Затем вычислим осевые 

моменты инерции ycI  и zcI  относительно этих осей: 

 

(1) (2) (1)
1zc zc zc zI I I I   + 2 (2) 2

1 1 2 22zF a I F a    

= 198 + 12 16,73  + 63,3 + 18,1 7,34  = 595 см4; 

(1) (2) (1) 2 (2) 2
1 1 21 2 2yc yc yc y yI I I I F b I F b        

= 17,9 + 12 10  + 747 + 18,1 4,37  = 964 см4, 
 

где 1 1 4,09ca Y Y    см, 2 2 0,91 1,8 2,71ca Y Y      см, 1 1 cb Z Z    

13,25 10,09 3,16   см; 2 2 10,09 8 2,09cb Z Z      см. 



 53 

Центробежный момент инерции ,yc zcI  может быть определен по фор-

муле 
 

(1) (2)
1 1 1 2 2 21 1 2 2, , , yc zc y z y zI I a b F I a b F      

= 0 4,09 3,16 12 0 ( 2,71) ( 2,09) 18,1 257,6           см4. 
 

где знаки ,i ia b  определяются положениями осей 1 1,y z  и 2 2,y z  относи-

тельно осей , .c cy z  

5. Для определения положения главных центральных осей u и v 
найдем угол 0 , на который следует повернуть центральные оси ,c cy z , 

чтобы они стали главными центральными осями u и v: 
 

0tg2  ,2 2 257,6
1,396,

964 595
yc zc

yc zc

I

I I


 

 
 

 

откуда 0
0 27,2 .   

Положение осей u и v показано на рис. 32. Так как ,yc zcI I  то 

maxuI I , а minvI I . 

6. Главные центральные моменты инерции max, min I  составного попе-

речного сечения относительно главных центральных осей u и v рассчита-
ем по формуле 

 

2 2
2

max,min
964 595 965 595

257,6
2 2 2 2

yc zc yc zcI I I I
I

             
  

 

= 779,5317,15 см4, 
 

откуда max 5 1096,6I   см4. min 462,35I   см4. 
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 4 
РАСЧЕТ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ НА ПРОЧНОСТЬ  

ПРИ ИЗГИБЕ 

Задание 6. Построить эпюры изгибающих моментов и поперечных 
сил в балке. 

Схемы нагружения балки для различных вариантов показаны на рис. 33–37. 
Здесь же в таблицах приведены соответствующие этим вариантам исходные 
данные. Ось координат x направлена по центральной оси балки, ось координат  
y – перпендикулярно этой центральной оси в плоскости xy чертежа, а ось коор-
динат z – перпендикулярно к плоскости xy чертежа в сторону наблюдателя. 

Требуется построить эпюры внутренних изгибающих моментов zM   

и внутренних поперечных сил yQ  в балке. 

 
Рис. 33 
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Рис. 34 
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Рис. 35 

x  
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Рис. 36 
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Рис. 37 
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Пример выполнения задания 6 

Схема нагружения балки показана на рис. 38, а исходные данные при-
ведены в табл. 11. 

Требуется построить эпюры внутренних изгибающих моментов zM   

и внутренних поперечных сил yQ  в балке. 

 

 

Рис. 38 
 

Таблица 11 

Р q M a 

кН кН/м кНꞏм м 

25 20 100 1,5 

Решение 

1. Определение реакций AY  и AM  опоры A . 
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Запишем систему уравнений равновесия (1): 
 

0 A qY Y P P    ; 

A 3 2 0А qМ М М М Ра P a      , 

 

где 2 60qP qa   кН. Из этой системы получим: 

 

85A qY P P    кН; 

3 2 292,5A qM Ра P a    кНꞏм. 

 

2. Определение внутренних поперечных сил yQ  и внутренних изгиба-

ющих моментов zМ . 

Для определения внутренних поперечных сил yQ  и внутренних изги-

бающих моментов zМ  на участках АВ, ВС и СD балки воспользуемся мето-

дом сечений. Для этого мысленно рассечем балку сечениями 1-1, 2-2 и 3-3  
в произвольном месте участков ,AB BC  и СD, как показано на рис. 38. 

Уравнение равновесия балки в ее произвольном сечении i – i, с кото-
рым связана система координат xyz, можно записать в виде 

 

0yi yk
k

Q F  ;                                             (17) 

0zi zik zm
k m

M M M    , 

 

где yiQ  и ziM  – внутренняя поперечная сила и внутренний изгибающий мо-

мент в сечении i – i балки с выбранными условно положительными направ-
лениями, показанными на рис. 21, б; ykF  – внешние силы и реакции опор, 

действующие на неотброшенную часть балки; zik yk iM F h  и ih  – моменты 

и плечи этих сил и реакций в сечении i – i балки; zmM  – внешние сосредото-

ченные моменты, приложенные к неотброшенной части балки. Если yiQ   

и ykF  направлены в сторону увеличения положительных значении оси y ,  
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а ziM , zikM  и zmM  при взгляде с конца на начало оси z направлены против 

хода часовой стрелки, то они в уравнении (17) принимаются положитель-
ными, а если они направлены наоборот – отрицательными. 

При построении эпюр внутренней поперечной силы yQ  и внутреннего 

изгибающего момента zM  должны учитываться следующие характерные 

особенности построения этих эпюр. 
В сечении бруса, где действует внешняя сосредоточенная сила Р, на 

эпюре внутренней поперечной силы yQ  должен наблюдаться скачок на 

величину силы Р. 
На участке бруса, где действует внешняя распределенная сила P qx , 

эпюра внутренней поперечной силы yQ  должна изменяться по линейному 

закону, а эпюра внутреннего изгибающего момента zM  – по квадратич-

ному, выпуклость которого должна быть направлена в сторону, противо-
положную действию силы P qx . 

В сечении бруса, где действует внешний сосредоточенный момент 
,M  на эпюре внутреннего изгибающего момента zM  должен быть скачок 

на величину сосредоточенного момента M . 
Эпюра zM автоматически получается построенной на сжатых про-

дольных волокнах. 
Сечение 1-1. 
Мысленно отбросим правую часть балки по сечению 1-1 участка АВ  

и в этом сечении введем неизвестные поперечную силу 1yQ , внутренний 

изгибающий момент 1zM , как показано на рис. 39. 
 

 

Рис. 39 
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Запишем систему уравнений равновесия (17) балки в сечении 1-1: 
 

01A yY Y Q   ; 

1 1 1 1 0А A zМ М Y x М     , 
 

где 10 х а  . Из этой системы определим: 
 

1 85y AQ Y   кН; 

11 1( ) (0) 292,5z z AM x M M      кНꞏм; 

11 1( ) ( ) 165z z A AM x M a M Y a       кНꞏм. 
 

Сечение 2-2. 
Мысленно отбросим правую часть балки по сечению 2-2 участка ВС  

и в этом сечении введем неизвестные внутреннюю поперечную силу 2yQ , 

внутренний изгибающий момент 2zM , как показано на рис. 40. 

 

 

Рис. 40 
 
Запишем систему уравнений равновесия (17) балки в сечении 2-2: 
 

2 2 0A yY Y qx Q    ; 

2
2 2 2 2 2

1
( ) 0

2A A zМ M Y a x M qx M        , 

 

где 20 2х а  . Из этой системы определим: 
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2 2 2( ) (0) 85y y AQ x Q Y    кН; 

2 2 2( ) (2 ) 2 25y y AQ x Q а Y qa     кН; 

22 2( ) (0) 65z z A AM x M M Y a M        кНꞏм; 

2
22 2( ) (2 ) 3 2 100z z A AM x M a M Y a M qa        кНꞏм. 

 

Сечение 3-3. 
Мысленно отбросим правую часть балки по сечению 3-3 участка СD  

и в этом сечении введем неизвестные внутреннюю поперечную силу 3yQ  

и внутренний изгибающий момент 3zM , как показано на рис. 41. 

 

 

Рис. 41 
 
 

Запишем систему уравнений равновесия (17) балки в сечении 3-3: 
 

3 0 A q yY Y P P Q     ; 

3 3 3 3 3 3(3 ) ( ) 0A A q zМ M Y a x M P a x Px M          , 

 

где 30 х а  . Из этой системы определим: 
 

3 0y A qQ Y P P     кН; 

2
33 3( ) (0) 3 100z z A AM x M M Y a M qa       кНꞏм; 

33 3( ) ( ) 4 2 100z z A A qM x M a M Y a M P a Pа         кНꞏм. 
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Отметим, что поперечную силу 3yQ  и изгибающий момент 3zM  в се-

чении 3-3 участка СD балки можно определить значительно проще, если 
отбросить ее левую часть относительно этого сечения, как показано  
на рис. 42. 

 

 

Рис. 42 
 
 
В этом случае систему уравнений равновесия (17) балки в сечении 3-3 

можно записать в виде 
 

3 0 yY Q  ; 

3 3 3 0zМ M M     , 
 

откуда 1003  MM z  кНꞏм. 

По результатам расчетов строим эпюры внутренних поперечных сил 

yQ  и внутренних изгибающих моментов zМ  балки, которые показаны  

на рис. 38. 
Задание 7. Построить эпюры продольных и поперечных сил и изги-

бающих моментов в плоской составной конструкции. 
Задана плоская составная стержневая конструкция, различные вари-

анты схем которой приведены на рис. 1–5, а исходные данные – в табл. 2 
задания 1. 

Используя исходные данные, расчетную схему и результаты расчета 
реакций опор этой составной конструкции, требуется построить эпюры 
внутренних продольных x xN Q  и поперечных yQ  сил, а также внутрен-

них изгибающих моментов zM  в ее стержнях. 
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На каждом из участков стержня конструкции ось координат x направ-
лена вдоль центральной оси стержня, ось координат y – перпендикулярно 
этой оси в плоскости чертежа, а координатная ось z – перпендикулярно 
плоскости чертежа. 

В каждом сечении i – i стержня конструкции будем отбрасывать 
наиболее удаленную от опоры А ее часть и определять внутренние про-
дольную x xiN Q  и поперечную y yQ Q i  силы, а также внутренний изги-

бающий iz zM M  момент, условно положительные направления которых 

показаны на рис. 21, б. 

Пример выполнения задания 7 

Расчетная схема плоской составной конструкции примера задания 1 
(см. рис. 8) показана на рис. 43. Результаты расчета реакции AX , AY , AM , 

СY  ее опор А и С приведены в табл. 3 примера этого же задания. 

 

 

Рис. 43 



 66 

Требуется построить эпюры внутренних продольных xN  и попереч-

ных yQ  сил, а также внутренних изгибающих моментов zM  в этой кон-

струкции. 

Решение 

Для определения продольных xN  и поперечных yQ  сил, а также из-

гибающих моментов zM  на участках АВ, ВС и СD стержней рассматрива-

емой составной конструкции воспользуемся методом сечений. Для этого 
мысленно рассечем стержни на участках АВ, ВС и СD шестью сечениями: 
1-1, 2-2,…,6-6, как показано на рис. 43. 

Сечение 1-1. 
Мысленно отбросим правую часть стержня по сечению 1-1 участка 

АВ и в этом сечении введем неизвестные внутренние продольную 1xN   

и поперечную 1yQ  силы, а также внутренний изгибающий момент 1zM , 

как показано на рис. 44. 
 

 

Рис. 44 
 
 
Запишем систему уравнений равновесия (9) и (17) стержня в сечении 1-1: 
 

01A xX X N   ; 

01A yY Y Q   ; 

1 1 1 1 0А A zМ М Y x М     , 
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где 10 х а  . Из этой системы определим: 
 

21 AxN X     кН; 

1 10y AQ Y   кН; 

11 1( ) (0) 4z z AM x M M      кНꞏм; 

11 1( ) ( ) 6z z A AM x M a M Y a      кНꞏм. 
 

Сечение 2-2. 
Мысленно отбросим правую часть стержня по сечению 2-2 участка 

АВ и в этом сечении введем неизвестные внутренние продольную 2xN   

и поперечную 2yQ  силы, а также внутренний изгибающий момент 2zM , 

как показано на рис. 45. 
 

 

Рис. 45 
 
 
Направление изгибающего момента 22 ( )zM x  было выбрано с учетом 

того, что изгибающий момент 11( )zM x  при 1x a  изменил свое направле-

ние на обратное. 
Запишем систему уравнений равновесия (9) и (17) стержня в сечении 2-2: 
 

2 0 A xX X N   ; 

24 0 A yY Y P Q    ; 

2 2 2 2 2( ) 2 4 0А A zМ М Y a x M Px М        , 
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где 20 х а  . Из этой системы определим: 
 

2 2x AN X     кН; 

2 4 2y AQ Y P    кН; 

22 2( ) (0) 2 2z z А AM x M М Y a M        кНꞏм; 

22 2( ) ( ) 2 2 4 0z z А AM x M a М Y a M Pa        кНꞏм. 
 

Сечение 3-3. 
Мысленно отбросим правую часть стержня по сечению 3-3 участка 

ВС и в этом сечении введем неизвестные продольную 3xN  и поперечную 

3yQ  силы, а также внутренний изгибающий момент 3zM , как показано  

на рис. 46. 
 

 

Рис. 46 
 
 
Запишем систему уравнений равновесия (9) и (17) стержня в сечении 3-3: 
 

3 0; A xX X N    

3 3 0; 4A yY Y P qx Q     

2
3 3 3 3 3 3(2 ) 2 4 ( ) / 2 0А A zМ М Y a x M P a x qx М          , 

 

где 30 2х а  . 
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Из этой системы определим: 
 

3 2x AN X     кН; 

33 3( ) (0) 4 2y y AQ x Q Y P     кН; 

33 3( ) (2 ) 4 2 2y y AQ x Q a Y P qa       кН; 

33 3( ) (0) 2 2 4 0z z А AM x M М Y a M Pa        кНꞏм; 

2
33 3( ) ( ) 3 2 8 / 2 1z z А AM x M a М Y a M Pa qa         кН∙м; 

2
33 3( ) (2 ) 4 2 12 2 0z z А AM x M a М Y a M Pa qa         кНꞏм. 

 

Сечение 4-4. 
Мысленно отбросим нижнюю часть стержня по сечению 4-4 участка 

ВС и в этом сечении введем неизвестные продольную 4xN  и поперечную 

4yQ  силы, а также внутренний изгибающий момент 4zM , как показано  

на рис. 47. 
 

 

Рис. 47 
 
 

Запишем систему уравнений равновесия (9) и (17) стержня в сечении 4-4: 
 

44 0 A q xX Y P P N     ; 

4 0 A yY X P Q    ; 

4 4 3 3 44 2 12 0А A A q zМ М Y a X x M Pa P a Px М          , 
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где 40 х а  . Из этой системы определим: 
 

4 4 2x A qN Y P P      кН; 

4 0y AQ X P    кН; 

44 4( ) (0) 4 2 12 0z z А A qM x M М Y a M Pa P a         кНꞏм; 

44 4( ) ( ) 4 2 12 0z z А A A qM x M a М Y a X a M Pa P a Pa           кНꞏм. 

 

Сечение 5-5. 
Мысленно отбросим левую часть стержня по сечению 5-5 участка 

ВС и в этом сечении введем неизвестные продольную 5xN  и поперечную 

5yQ  силы, а также внутренний изгибающий момент 5zM , как показано  

на рис. 48. 
 

 

Рис. 48 
 
 
Запишем систему уравнений равновесия (9) и (17) стержня в сечении 5-5: 
 

5 0 A xX X P N    ; 

5 0 4A q yY Y P P P Q      ; 

5 5 5(4 ) 2А A AМ М Y a x X a M        

5 5 5 54 (3 ) ( ) 0q zP a x P a x Pa M Px М         , 
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где 50 х а  . Из этой системы определим: 
 

5 0x AN X P    кН; 

5 4 0y A qQ Y P P P       кН; 

55 5( ) (0)z zM x M   

4 2 12 4А A A qМ Y a X a M Pa P a Pa M           кНꞏм; 

55 5( ) ( )z zM x M a   

3 2 8 4А A AМ Y a X a M Pa Pa M Pa           кНꞏм. 
 

Сечение 6-6. 
Мысленно отбросим левую часть стержня по сечению 6-6 участка СD  

и в этом сечении введем неизвестные продольную 6xN  и поперечную 6yQ  

силы, а также внутренний изгибающий момент 6zM , как показано на рис. 49. 

 

 

Рис. 49 
 
 

Запишем систему уравнений равновесия (9) и (17) стержня в сечении 6-6: 
 

6 0 A xX X P N    ; 

64 0 A q C yY Y P P P Y Q       ; 
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6 6 6 6(3 ) 2 4 (2 )А A AМ М Y a x X a M P a x          

6 6 6 6( ) 0Cq zP x Pa M P a x Y x М        , 

 

где 60 2х а  . Из этой системы определим: 
 

6 0x AN X P    кН; 

6 4 2Cy A qQ Y P P P Y         кН; 

66 6( ) (0) 3 2z z А A AM x M М Y a X a M       

8 4Pa Pa M Pa       кНꞏм; 

66 6( ) ( ) 2 2z z А A A qM x M a М Y a X a M P a        

3 2 0CPa M Pa Y a      кНꞏм. 
 

Результаты расчета сведены в табл. 12, а построенные эпюры xN , yQ  

и zM  показаны на рис. 43. 

 
Таблица 12 

Силовой 

фактор 

Сечение 

1-1 2-2 3-3 4-4 5-5 6-6 

Нач. Кон. Нач. Кон. Нач. Середина Кон. Нач. Кон. Нач. Кон. Нач. Кон. 

xN  кН –2 –2 –2 –2 –2 –2 –2 –2 –2 0 0  0 

yQ  кН 10 10 2 2 2 0 –2 0 0 0 0 –2 –20 

xM  кН·м –4 –6 –2 0 0 1 0 0 0 –4 –4 –4 0 

 
Задание 8. Построить эпюры внутренних силовых факторов про-

странственной конструкции. 
Задана пространственная стержневая конструкция, различные вариан-

ты схем которой приведены на рис. 9–13, а исходные данные – в табл. 4 
задания 2. 

Используя исходные данные, расчетную схему и результаты расчета 
реакций опор этой конструкции, выполненные в задании 2, требуется по-
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строить эпюры продольных x xN Q  и поперечных yQ , zQ  сил, крутящих 

кр xМ М  и изгибающих yM , zM  моментов в ее стержнях. 

Пример выполнения задания 8 

Расчетная схема плоской составной конструкции примера задания 2 
(см. рис. 15) показана на рис. 50. Исходные данные и результаты расчета 
реакции AX , ВX , ВY , CZ , СY  и DX  ее опор А, В, С и D приведены в табл. 4 

и 5 примера этого задания. 
 

 

Рис. 50 
 

Решение 

Для определения продольной xN  и поперечных yQ , zQ  сил, а также 

крутящего крМ  и изгибающих yM  и zM  моментов на участках АВ, ВС  

и СD стержня рассматриваемой пространственной конструкции восполь-
зуемся методом сечений. В каждом сечении i – i будем отбрасывать 
наиболее удаленную от опоры А часть конструкции и определять внут-
ренние продольную x xiN Q  и поперечные y yQ Q i , z zQ Q i  силы,  

а также внутренние крутящий iкр xМ М  и изгибающие iy yM M , 

iz zM M , условно положительные направления которых в системе коор-

динат Oxyz показаны на рис. 51. 
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Рис. 51 
 
В каждом из сечений i – i ось x  необходимо всегда направлять по 

центральной оси стержня проходящей через центр тяжести С  этого сече-
ния. Оси y и z необходимо всегда совмещать с главными осями инерции 
этого сечения, например, как показано на рис. 51. 

Сечение 1-1. 
Мысленно отбросим правую часть конструкции по сечению 1-1 

участка АВ, как показано на рис. 52. 
 

 

Рис. 52 
 

Запишем систему уравнений равновесия (9) и (17) в этом сечении: 

1 0 A xX X Q   ; 

1 1 0yY qx Q    ; 

1 0zZ P Q    ; 
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1 1 1 0x xМ М   ; 

1 1 1 1 0y yМ Px М     ; 

2
1 1 1 1/ 2 0z zМ qx М    , 

 

где 10 х а  . Из этой системы определим: 
 

1 12,5x AQ X     кН; 

1 11( ) (0) 0y yQ x Q  ; 11 1( ) ( ) 12y yQ x Q a qa    кН; 

1 6zQ P   кН; 

1 0xМ  ; 

11 1( ) (0) 0y yМ x М  ; 11 1( ) ( ) 24y yМ x М a Pa    кНм; 

11 1( ) (0) 0z zМ x М  ; 11 1
2( ) ( ) / 2 24z zМ x М a qa      кНм. 

 

Сечение 2-2. 
Мысленно отбросим правую часть конструкции по сечению 2-2 

участка АВ, как показано на рис. 53. 
Запишем систему уравнений равновесия в этом сечении: 

1 0 A xX X Q   ; 

2 0 q yY P Q   ; 

2 0zZ P Q    ; 

2 2 2 0x xМ Pa М    ; 

2 2 2 2 0y yМ Px М     ; 

2 2 2 2/ 2 0z A q zМ X x P a М      , 

 

где 20 х а  , 12qP qa   кН. 

Из этой системы определим: 
 

1 12x qQ P     кН; 

2 12,5y AQ X     кН; 



 76 

2 6zQ P   кН; 

2 24xМ Pa     кНм; 

22 2( ) (0) 0y yМ x М  ; 22 2( ) ( ) 24y yМ x М a Pa    кНм; 

22 2( ) (0) / 2 24z z qМ x М P a      кНм; 

22 2( ) ( ) / 2 26z z A qМ x М a X a P a     кНм. 

 

 

Рис. 53 
 

Сечение 3-3. 
Мысленно отбросим правую часть конструкции по сечению 3-3 

участка ВС, как показано на рис. 54. 

 

Рис. 54 
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Запишем систему уравнений равновесия в этом сечении: 
 

3 0 xX P Q   ; 

3 0 A B yY X X Q    ; 

03  zBq QYPZ ; 

02/ 333   xqA МaPaXМ x ; 

03333 3   yBq МxYxPPaМ y ; 

033333   zBA МxXxXPaМ z , 

 

где ах  30 . Из этой системы определим: 
 

63  PQx  кН; 

63  BAy XXQ  кН; 

63  Bqz YPQ  кН; 

262/3  aPaXМ qAx  кНм; 

24)0()( 33 3  PaМxМ yy  кНм; 

0)()( 33 3  aYaPPaaМxМ Bqyy ; 

24)0()( 333  PaМxМ zz  кНм; 

0)()( 333  aXaXPaaМxМ BAzz . 
 

Сечение 4-4. 
Мысленно отбросим правую часть конструкции по сечению 4-4 

участка СD, как показано на рис. 55. 

 
Рис. 55 
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Запишем систему уравнений равновесия в этом сечении: 
 

4 0q B C xX P Y Y Q      ; 

4 0 A B yY X X Q    ; 

4 0 C zZ P Z Q    ; 

4 4 4 0x A B xМ Pa X a X a М       ; 

4 4 4 4 4( ) 0y q B C yМ P a x P a Y a Z x М         ; 

4 4 4 4 4( ) / 2 0z AX q B zМ a x P a X x М       , 

 

где 40 / 2х а  . Из этой системы определим: 
 

4 0x q B CQ P Y Y    ; 

4 6y A BQ X X      кН; 

4 0z CQ P Z    ; 

4 0x A BМ Pa X a X a    ; 

4 44( ) (0) 0y y q BМ x М Pa P a Y a     ; 

4 44( ) ( / 2) / 2 / 2 0y y q B CМ x М a Pa P a Y a Z a      ; 

44 4( ) (0) / 2 26AXz z qМ x М a P a      кНм; 

44 4( ) ( / 2) / 2 / 2 / 2 14AXz z q BМ x М a a P a X a       кНм. 
 

Сечение 5-5. 
Мысленно отбросим правую часть конструкции по сечению 5-5 

участка СD, как показано на рис. 56. 

 
Рис. 56 
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Запишем систему уравнений равновесия в этом сечении: 
 

5 0;q B C xX P Y Y Q       

5 0;A B yY X X Q     

5 0;C zZ P Z Q     

5 5 5 0;x A B xМ Pa X a X a М        

5 5 5 5 5( / 2 ) ( / 2 ) 0;y q B C yМ P a x P a Y a Z a x М           

5 5 5 5 5( / 2 ) / 2 ( / 2 ) 0,z AX q B zМ a x P a X a x М M          

 

где 50 / 2х а  . Из этой системы определим: 

 

5 0;x q B CQ P Y Y     

5 6y A BQ X X      кН; 

5 0;z CQ P Z     

5 0;x A BМ Pa X a X a     

5 55( ) (0) / 2 / 2 0;y y q B CМ x М Pa P a Y a Z a       

5 55( ) ( / 2) 0;y y q B CМ x М a P a Y a Z a       

55 5( ) (0) / 2 / 2 / 2 12AXz z q BМ x М a P a X a М         кНм; 

55 5( ) ( / 2) / 2 0.z z q BМ x М a P a X a М      

 

Внутренние продольные x xiN Q  и поперечные y yQ Q i , z zQ Q i  

силы, а также внутренние крутящие iкр xМ М  и изгибающие iy yM M , 

iz zM M  моменты в сечениях i – i сведены в табл. 13. Их построенные 

эпюры x xN Q , yQ , zQ , кр xМ М , yM  и zM  показаны на рис. 57. 
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Таблица 13 

Силовой 
фактор 

Сечение 

i = 1 i = 2 i = 3 i = 4 i = 5 

Нач. Кон. Нач. Кон. Нач. Кон. Нач. Кон. Нач. Кон. 

ixQ  –12,5 –12,5 –12 –12 –6 –6 0 0 0 0 

iyQ  0 12 –12,5 –12,5 –6 –6 –6 –6 –6 –6 

izQ  6 6 6 6 –6 –6 0 0 0 0 

xiM  0 0 –24 –24 –26 –26 0 0 0 0 

yiM  0 24 0 24 24 0 0 0 0 0 

ziM  0 –24 –24 26 –24 0 –26 –14 –12 0 

 

 

 

Рис. 57 
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При построении эпюр, показанных выше, стержень конструкции  
в каждом из его сечений i – i мысленно располагаем по отношению к себе 
так, чтобы взгляд был направлен в начало координат со стороны положи-
тельной оси z при построении эпюр xx QN  , yQ , xкр ММ   и zM  или оси 

y при построении эпюр zQ  и yM . В первом случае эпюры строятся в плос-

кости Oxy (значения откладываются по оси y), а во втором – в плоскости 
Oxz (значения откладываются по оси z). 

Задание 9. Определить нормальные и касательные напряжения при 
прямом поперечном изгибе. 

Варианты различных схем балки и условия ее нагружения приведены 
на рис. 33–37 задачи 6. Поперечные сечения балки для различных вариан-
тов показаны на рис. 58, а их размеры – в табл. 14. 

Для заданного поперечного сечения балки требуется найти: 

 статический момент *
zS ; 

 минимальный момент сопротивления minzW ; 

 максимальное нормальное max  и касательное max  напряжения в опас-

ном сечении балки; 

 нормальное 11
А  и касательное 11

А  напряжения в точке А попереч-

ного сечения 1-1 балки. 
 

 

Рис. 58 
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Таблица 14 
№

  

ва
ри
ан
та

 

№
 с
еч
ен
ия

 
b h b1 h1 yA 

№
 

ва
ри
ан
та

 

№
 с
еч
ен
ия

 

b H b1 H1 yА 

мм мм 

1 1 200 300 – – 100 16 5 200 60 – – 10 

2 1 300 400 – – –160 17 1 200 300 – – 70 

3 1 150 200 – – 60 18 1 300 400 – – 100 

4 1 200 300 – – 50 19 1 300 400 – – –180 

5 3 200 300 – – 50 20 1 150 200 – – –60 

6 1 200 300 – – –100 21 3 200 300 – – 50 

7 2 200 300 – – –50 22 2 200 300 – – –50 

8 1 200 300 – – 30 23 1 200 300 – – –130 

9 5 120 60 30 20 –0 24 1 400 300 – – 30 

10 5 120 60 30 20 20 25 1 400 300 – – –30 

11 4 120 60 30 20 –20 26 1 400 300 – – 130 

12 4 120 60 30 20 10 27 1 150 200 – – –60 

13 4 200 48 50 16 6 28 4 120 60 30 20 10 

14 4 200 48 50 16 –16 29 4 120 60 30 20 –10 

15 5 200 60 50 20 20 30 1 150 200 – – 60 

Пример выполнения задания 9 

Схема балки и условия ее нагружения даны на рис. 38 и в табл. 11 
примера задачи 6. Поперечное сечение балки в виде трапеции показано  
на рис. 59. 

 

 

Рис. 59 
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Размеры поперечного сечения составляют: 200b   мм, 1 100b   мм, 

300h   мм и 100Аy   мм. 

Решение 

1. Статический момент *
zS  этого поперечного сечения можно опреде-

лить по формуле 
 

1
*

отсzS y F . 
 

В этой формуле: 

отсF  – «отсеченная площадь» поперечного сечения в соответствии с рис. 59: 
 

1 2
отс 2

b b
F h


 ; 

 

1y  – расстояние от начала координат O  системы отсчета Oxy , связанного 

с центром тяжести С поперечного сечения, до центра тяжести 1С  «отсе-

ченной площади» отсF  
 

1 1oАy y y  ; 
 

1Оy  – расстояние от основания «отсеченной площади» отсF  до ее центра ее 

тяжести 1O  
 

1 2 1
1

2 1

2

3О
h b b

y
b b





; 1

2 1 1( )
h

b b b b
h

   ; 1
0

1

2

3

h b b
y

b b





; 1 0Аh h y y   . 

 

Для заданных размеров b , 1b , h  и Аy  поперечного сечения балки по 

вышеприведенным формулам найдем: 
 

0
300 200 2 100 100 400

133,3
3 200 100 300

y
  

   


 мм; 

1 300 100 133 66,7h      мм; 
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2
66,7

100 (200 100) 122,2
300

b      мм; 

отс
100 122,2

66,7 7 410 
2

F


    2мм ; 

1
66,7 122,2 2 100

32,24
3 122,2 100Оy

 
  


 мм; 

1 100 32,24 132,24y     мм; 

* 132,24 7 410 979898,4  zS     3мм . 
 

2. В общем случае минимальный момент сопротивления поперечного 
сечения определяется по формуле 

 

0
min

z
z

J
W

h y



. 

 

Для трапеции 
 

3 2 2 3 2 2
1 1

1

( 4 ) 300 (200 4 200 100 100 )

36( ) 36(200 100)z
h b bb b

J
b b

     
  

 
 

827000000 110000 10000 110000
2,75 10

36 30

     

0 4

 
   


 4мм . 

 

Тогда 
 

8
6

min
2,75 10

1,65 10
300 133,3zW


  


 3мм . 

 

3. Максимальное нормальное напряжение max  в опасном сечении балки: 
 

3 3

6 2
max

max
min

292,5 10 10
177,3 177,3

1,65 10 мм
z

z

M H

W
  

   


 МПа, 

 

где maxzM  – максимальный изгибающий момент, определенный из его 

эпюры zM , показанной на рис. 38 примера задачи 6. 
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4. Максимальное касательное напряжение max  в опасном сечении 

балки находится на оси z, проходящей через центр тяжести С поперечного 
сечения. Проведя расчеты аналогично п. 1 при 0,Аy   получим: 

 

1 0 300 0 133,3 166,7h h y       мм; 

1
2 1 1

166,7
( ) 100 (200 100) 155,6

300

h
b b b b

h
        мм; 

1 2
1отс

100 155,6
166,7 21304 

2 2

b b
F h

 
     2мм ; 

1 2 1
1

2 1

2 166,7 155,6 2 100
77,31

3 3 155,6 100О
h b b

y
b b

  
  

 
мм ; 

1 1 0 77,31 77,31ОАy y y      мм; 

1
*
o отс 77,  31 21304 164693 7 4,zS y F      3мм ; 

3

8 2
2

*
max o

max
85 10 1646934,7

3,27 3,27
1

 

0

 

155,6 2,75 мм
y z

z

Q S H

b J


  
   

  
 МПа. 

 

где maxyQ  – максимальная поперечная сила, определенная из ее эпюры 

yQ , показанной на рис 38 примера задачи 6. 

5. Нормальные x x
А
  и касательные x x

А
  напряжения в точке А попе-

речного сечения, показанного на рис. 59, составляют: 
 

3 3

8 2

165 10 10
100 60 60

2,75 10 мм

x x
x x z
А А

z

M H
y

J



  

     


 МПа; 

48,248,2
1075,22,122

4,9798981085
28

3

2

*















мм

H

Jb

SQ

z

z
xx

yxx
А  МПа, 

 

где x x
zM   и x x

yQ   – изгибающий момент и поперечная сила, определенные 

из их эпюр в сечении x – x, показанном на рис. 8 примера задачи 6. На ис-
ходных рис. 33–37 задачи 6 за сечение x – x следует принять показанное 
на этих рисунках сечение 1-1. 
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Результаты расчета представлены в табл. 15. 
 

Таблица 15 

*
zS  minzW  zJ  max  max  x x

А
  x x

А
  

3мм  4мм  МПа 

979 898,4 61,65 10  82,75 10  177,3 3,27 60 2,48 

 
Задание 10. Рассчитать балку на прочность при прямом поперечном 

изгибе. 
Схемы нагружения балки для различных вариантов показаны на рис. 60–

64. Здесь же в таблицах приведены соответствующие этим вариантам исход-
ные данные. Поперечные сечения балки для различных вариантов показаны 
на рис. 65, а табл. 16 определяет вид сечения в зависимости от варианта. 

Для заданной формы поперечного сечения балки требуется: 
1) построить эпюры поперечных сил zQ  и изгибающих моментов zM ; 

2) определить: 
– координату ( )c cy y   центра тяжести С поперечного сечения; 

– момент инерции ( )z zJ J   поперечного сечения относительно 

нейтральной оси; 

– моменты сопротивления ( )c
zW   и ( )p

zW   для сжатых и растянутых 

волокон поперечного сечения; 
3) для опасного поперечного сечения балки определить толщину   стенки 

этого сечения из условия прочности по нормальным напряжениям c  и p  

для сжатых и растянутых волокон при рациональном расположении сечения; 
4) выбрать величину  ; 
5) для выбранной величины   определить наибольшие сжимающее и 

растягивающее напряжения maxc  и maxp ; 

При расчете принять: 

– модуль продольной упругости 51,5 10E    МПа; 

– допускаемое напряжение на сжатие [ ] 70c   МПа; 

– допускаемое напряжение на растяжение [ ] 40p   МПа. 
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Рис. 60 
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Рис. 61 
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Рис. 62 
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Рис. 63 
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Рис. 64 
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Рис. 65 
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Номер поперечного сечения балки для заданного варианта задачи 
определяется табл. 16. 

 
Таблица 16 

№ сечения № варианта 

1 1 7 13 19 25 

2 2 8 14 20 26 

3 3 9 15 21 27 

4 4 10 16 22 28 

5 5 11 17 23 29 

6 6 12 18 24 30 

Пример выполнения задания 10 

Схема нагружения балки показана на рис. 66, а исходные данные при-
ведены в табл. 17. 

 

 

Рис. 66 
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Таблица 17 

Р q M a 

кН кН/м кНꞏм м 

0,4 3,0 0,8 0,6 

Решение 

1. Определение поперечных сил yQ  и изгибающих моментов zМ . 

Для определения внутренних поперечных сил yQ  и внутренних изги-

бающих моментов zМ  воспользуемся методом сечений. Для этого мыс-

ленно рассечем балку сечениями 1-1, 2-2 и 3-3, как показано на рис. 66. 
Сечение 1-1. 
Мысленно отбросим правую часть балки по сечению 1-1 и в этом се-

чении введем неизвестные поперечную силу 1yQ , изгибающий момент 

1zM , как показано на рис. 67. 

 

 

Рис. 67 
 
 
Запишем систему уравнений равновесия (17) балки в сечении 1-1: 
 

1 0yY P Q    ; 

1 1 1 1 0zM Px M    , 
 

где 10 / 4х а  . Из этой системы определим: 
 

1 0,4yQ P   кН; 

11 1( ) (0) 0z zM x M  ; 
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11 1( ) ( / 4) / 4 0,06z zM x M a Pa      кНꞏм. 
 

Так как согласно рис. 67 истинное направление внутреннего уравно-
вешивающего изгибающего момента 11( ) 0 0,06zM x     кНꞏм на участке 

10 / 4х а   направлено по ходу часовой стрелки и момент находится 

справа от сечения 1-1, то на этом участке верхние волокна бруса растяну-
ты, а нижние сжаты. 

Сечение 2-2. 
Мысленно отбросим правую часть балки по сечению 2-2 и в этом се-

чении введем неизвестные поперечную силу 2yQ , изгибающий момент 

2zM , как показано на рис. 68. 

 

 

Рис. 68 
 
 

Запишем систему уравнений равновесия (17) балки в сечении 2-2: 
 

2 2 0yY P qx Q      ; 

2
2 2 2 2 2( / 4 ) / 2 0zM P a x qx M      , 

 

где 20 / 4х а  . Из этой системы определим: 
 

22 2( ) (0) 0,4y yQ x Q P    кН; 

22 2( ) ( / 4) / 4 0,85y yQ x Q а P qa     кН; 
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22 2( ) (0) / 4 0,06z zM x M Pa      кНꞏм; 

2
22 2( ) ( / 4) / 2 / 2 0,15z zM x M a Pa qa       кНꞏм. 

 

Так как согласно рис. 68 истинное направление внутреннего уравно-
вешивающего изгибающего момента 22 ( ) 0,06 0,15zM x     кНꞏм на 

участке 20 / 4х а   направлено по ходу часовой стрелки и находится 

справа от сечения 2-2, то на этом участке верхние волокна бруса растяну-
ты, а нижние сжаты. 

Сечение 3-3. 
Мысленно отбросим правую часть балки по сечению 3-3 и в этом се-

чении введем неизвестные поперечную силу 3yQ  и изгибающий момент 

3zM , как показано на рис. 69. 

 

 

Рис. 69 
 
Запишем систему уравнений равновесия (17) балки в сечении 3-3: 
 

3 3( / 4 ) 0yY P q a x Q      ; 

2
3 3 3 3 3( / 2 ) ( / 4 ) / 2 0zM P a x q a x M M        , 

 

где 30 / 2х а  . Из этой системы определим: 
 

33 3( ) (0) / 4 0,85y yQ x Q P qa     кН; 

33 3( ) ( / 2) ( / 4 / 2) 1,75y yQ x Q a P q a a      кН; 
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2
33 3( ) (0) / 2 /16 0,65z zM x M Pa qa M       кНꞏм; 

33 3
2( ) ( / 2) 9 / 32 0,26z zM x M a Pa qa M       кН∙м. 

 

Так как согласно рис. 69 истинное направление внутреннего уравно-
вешивающего изгибающего момента 3 3( ) 0,65 0,26zМ х    кНꞏм на участ-

ке 30 / 2х a   направлено против хода часовой стрелки и момент нахо-

дится справа от сечения 3-3, то на этом участке верхние волокна бруса 
сжаты, а нижние растянуты. 

Эпюры поперечных сил yQ  и изгибающих моментов zM , построен-

ные с учетом правил их построения, рассмотренных в примере задачи 6, 
показаны на рис. 66. 

2. Определение координаты центра тяжести поперечного сечения 
балки. 

Поперечное сечение балки показано на рис. 70. 
 

 

Рис. 70 
 
 
Координату ( )c cy y   центра тяжести С поперечного сечения, пока-

занного на рис. 70, можно определить по формуле 
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x
c

S
y

F
 , 

 

где x iiS F y   – статический момент плоской фигуры относительно оси 

x; F – площадь этой фигуры. 
Чтобы воспользоваться этой формулой, условно разделим поперечное 

сечение, показанное на рис. 70, на две части: 1 – прямоугольник с шири-
ной 6  и высотой 10 ; 2 – полый прямоугольник с шириной 4  и высо-
той 7 , у которых легко определяются площади 1 6 10F    , 2 4 7F     

и координаты 1 5y  , 2 5,5y   их центров тяжести 1C , 2C . 

Определив статический момент 
 

3 3 36 10 5 4 7 5,5 300 154 146x iiS F y                     
 

и площадь поперечного сечения 
 

2 260 28F    , 
 

найдем 
 

3

2 2

146 146
4,56

3260 28
x

c
S

y
F

  
 

   


, 

 

где в приведенных выше формулах знак минус указывает, что часть 2 по-
лая. 

3. Определение момента инерции поперечного сечения относительно 
нейтральной оси. 

Известно, что момент инерции ( )z zJ J   плоского поперечного се-

чения, показанного на рис. 70, относительно нейтральной оси, проходя-
щей горизонтально в плоскости чертежа через его центр масс С, можно 
определить как сумму моментов инерции 

1z
J  и 

2zJ  его частей 1 и 2 отно-

сительно этой же оси 
 

1 2z z zJ J J  = 2
11 1

[ ( ) ]
cz c cJ F y y    - 2

22 2
[ ( ) ]

cz c cJ F y y  ,       (18) 
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где 11c
y y , 22cy y ; величины 

1
( )c cy y  и 

2
( )c cy y  – расстояния от 

нейтральной оси до центральных; знак минус перед 
2zJ  характеризует, 

что часть 2 полая. 
Для прямоугольной части i = 1, 2 момент ее инерции 

cizJ  относитель-

но центральной оси определяется формулой 
 

3

12ci
i i

z
b h

J  ,                                              (19) 

 

где ib  и ih  – ширина и высота этой i-й части. 

Для других видов поперечных сечении 
cizJ  даются в справочной ли-

тературе или определяются самостоятельно. 
С учетом формул (18) и (19) момент инерции zJ  поперечного сечения 

балки относительно нейтральной оси можно определить в виде  
 

zJ =
3

26 (10 ) 10
6 10 ( 4,56 )

12 2

    
 

   
 

– 

–
3

24 (7 ) 7
4 7 ( 2 4,56 )

12 2

     
 

    
 

= 4372,5 . 

 

4. Определение моментов сопротивления сечения в ( )zW   и н ( )zW   для 

верхних и нижних волокон. 
Для поперечного сечения, показанного на рис. 70, имеем: 
 

3в 372,542
( ) 68,48

10 4,56
z

z
c

J
W

h y

 
 

  
 

; 

4
н 3372,542

( ) 81,70
4,56

z
z

c

J
W

y

 


   . 

 

5. Определение толщины   стенки поперечного сечения балки для 
опасного сечения. 
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При расчете принимаем, что допускаемое нормальное напряжение на 

сжатие составляет [ ] 70c   МПа, а на растяжение [ ] 40р   МПа. 

Расчет будем проводить исходя из условия прочности по нормальным 

напряжениям c  и p  для сжатых и растянутых волокон при рациональ-

ном расположении опасного поперечного сечения. 

Опасное поперечное сечение находится там, где изгибающий момент 

maxzM  максимален maxz zM M . Согласно эпюр, показанных на рис. 66, это 

сечение находится там, где max 0,65zM   к мН   на участке 30 / 2х а   при 

3 0x  . 

Условие прочности для верхних сжатых и нижних растянутых воло-

кон можно записать в виде: 
 

3
max max

max в
[ ]

68,48( )
z z

c c
z

M M

W
 


   ; 

3
max max

max н
[ ]

81,70( )
z z

p p
z

M M

W
 


   , 

 

откуда 
 

6
I 33 max 0,65 10

5,13
68,48 [ ] 68,48 70

z
с

c

M



  

 
 мм; 

6
I 33

max 0,65 10
5,83

81,70 [ ] 81,70 40
z

p
p

M



  

 
 мм. 

 

Принимаем для первого положения поперечного сечения единую 

толщину его стенки, равную I
max 5,83p      мм. 

Чтобы определить, рациональны ли это положение, повернем попе-

речное сечение на 180  и определим, какая толщина   стенки потребуется 

в этом случае. Тогда в предыдущих формулах в ( )zW   и н ( )zW   поменяют-

ся местами: 
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3
max max

max н
[ ]

81,70( )
z z

c c
z

M M

W
 


   ; 

3
max max

max в
[ ]

68,48( )
z z

p p
z

M M

W
 


   , 

 

откуда 
 

6
II 33 max 0,65 10

4,84
81,70 [ ] 81,70 70

z
с

c

M



  

 
 мм; 

6
II 33

max 0,65 10
6,36

68,48 [ ] 68,48 40
z

p
p

M



  

 
 мм. 

 

Принимаем для второго положения сечения единую толщину его 

стенки, равную II
max 6,36p      мм. 

Поскольку для первого положения сечения толщина 5,83   мм его 

стенки меньше, чем для второго, то первое положение рациональнее. 
Округляя толщину до целого значения, получим 6   мм. 

5. Определение наибольших сжимающего и растягивающих напря-
жений c  и p . 

Для выбранной толщины 6   мм наибольшие сжимающее и растя-
гивающее напряжения maxc  и maxp  можно определить по формулам: 

 

6

3
max

max в

0,65 10
43,94

68,48 6( )
z

c
z

M

W





     


 МПа; 

6

3
max

max н

0,65 10
36,83

81,70 6( )
z

p
z

M

W





  


 МПа, 

 

которые составляют условие прочности для первого положения сечения.  
В приведенных формулах знак минус характеризует сжатие верхних волокон, 

а знак плюс – растяжение нижних, так что в( ) ( )c
z zW W   и н( ) ( )р

z zW W  . 
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Эпюра нормальных напряжений   в опасном поперечном сечении 

показана на рис. 71. 

 

 

Рис. 71 

 

 

Результаты расчета сведены в табл. 18. 

 

Таблица 18 

maxzM  ( )cy   ( )zJ   ( )c
zW   ( )p

zW   с  р    c  р  

к мН     4  3  мм МПа 

0,65 4,56 372,54 68,48 81,70 5,13 5,53 6 –43,94 36,83 

 

Задание 11. Рассчитать балку на жесткость при прямом поперечном 

изгибе. 
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Схемы нагружения балки для различных вариантов показаны  

на рис. 72–76. Здесь же в таблицах приведены соответствующие этим 

вариантам исходные данные. Поперечные сечения балки для различных 

вариантов показаны на рис. 77, а табл. 19 определяет вид сечения в за-

висимости от варианта. 

Для заданной формы поперечного сечения балки требуется: 

6) построить эпюры поперечных сил zQ  и изгибающих моментов zM ; 

7) составить универсальное уравнение упругой линии; 

8) определить: 

1) координату ( )c cy y   центра тяжести С поперечного сечения; 

2) момент инерции ( )z zJ J   поперечного сечения относительно 

нейтральной оси; 

3) толщину стенки поперечного сечения балки  из условия жесткости 

в сечении / 2x a ; 

4) углы поворота θА  и θВ  оси балки на опорах А и В; 

5) прогиб балки py  в сечении, расположенном под сосредоточенной 

силой P . 

При расчете принять: 

– модуль продольной упругости 50,8 10E    МПа; 

– допускаемый относительный прогиб балки max 1

800

y

a
 

  
. 

Номер поперечного сечения балки для заданного варианта задачи 
определяется табл. 19. 

 
Таблица 19 

Номер сечения Номер варианта 

1 1 7 13 19 25 

2 2 8 14 20 26 

3 3 9 15 21 27 

4 4 10 16 22 28 

5 5 11 17 23 29 

6 6 12 18 24 30 
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Рис. 72 
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Рис. 73 
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Рис. 74 
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Рис. 75 
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Рис. 76 
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Рис. 77 
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Пример выполнения задания 11 

Схема нагружения балки показана на рис. 78, а исходные данные при-
ведены в табл. 20. 

 

 

Рис. 78 
 

Таблица 20 

Р q M a 

кН кН/м кНꞏм м 

0,4 3,0 0,8 0,6 

Решение 

1. Определение поперечных сил yQ  и изгибающих моментов zМ . 

Перед определением внутренних поперечных сил yQ  и внутренних 

изгибающих моментов zМ  необходимо предварительно рассчитать реак-

ции AR  и BR  опор: шарнира А и катка В. 

Для расчета опорных реакций AR  и BR  запишем уравнения равнове-

сия (1) балки: 
 

/ 2 0A BY R P qa R     ; 

2/ 4 / 4 3 / 4 0A BM Pa qa R a M      . 
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Тогда последовательно из последнего и первого уравнений находим: 
 

2

2
 4

0,3
3B

Pa qa M
R

a

 
    кН; 

/ 2 1,52A BR P qa R     кН. 
 

Отрицательное значение BR  указывает на то, что эта реакция направ-

лена в обратную сторону. 
Для определения поперечных сил yQ  и изгибающих моментов zМ  

воспользуемся методом сечений. Для этого мысленно рассечем балку се-
чениями 1-1, 2-2 и 3-3, как показано на рис. 78. 

Сечение 1-1. 
Мысленно отбросим правую часть балки по сечению 1-1 и в нем вве-

дем неизвестные поперечную силу 1yQ  изгибающий момент 1zM , как по-

казано на рис. 79. 
 

 

Рис. 79 
 

Запишем систему уравнений равновесия (17) балки в сечении 1-1: 
 

1 0A yY R Q   ; 

1 1 1 1 0A zM R x M     , 
 

где 10 / 4х а  . Из этой системы определим: 
 

1 1,52y AQ R   кН; 

11 1( ) (0) 0z zM x M  ; 

11 1( ) ( / 4) / 4 0,27z z AM x M a R a    кНꞏм. 
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Так как согласно рис. 79 истинное направление внутреннего уравно-
вешивающего изгибающего момента 11( ) 0 0,27zM x    кНꞏм на участке 

10 / 4х а   направлено против хода часовой стрелки и момент находится 

справа от сечения 1-1, то на этом участке верхние волокна бруса сжаты,  
а нижние растянуты. 

Сечение 2-2. 
Мысленно отбросим правую часть балки по сечению 2-2 и в этом се-

чении введем неизвестные поперечную силу 2yQ , изгибающий момент 

2zM , как показано на рис. 80. 

 

 

Рис. 80 
 
 

Запишем систему уравнений равновесия (17) балки в сечении 2-2: 
 

2 2 0A yY R P qx Q      ; 

2
2 2 2 2 2 2( / 4 ) / 2 0A zM R a x Px qx M        , 

 

где 20 / 2х а  . Из этой системы определим: 
 

22 2( ) (0) 1,02y y AQ x Q R P     кН; 

22 2( ) ( / 2) / 2 0,32y y AQ x Q а R P qa      кН; 

22 2( ) (0) / 4 0,27z z AM x M R a    кНꞏм; 
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2
22 2( ) ( / 2) 3 / 4 / 2 / 8 0,5z z AM x M a R a Pa qa      кН∙м. 

 

Так как согласно рис. 80 истинное направление внутреннего уравно-
вешивающего изгибающего момента 22 ( ) 0,27 0,5zM x    кНꞏм на участке 

20 / 2х а   направлено против хода часовой стрелки и момент находится 

справа от сечения 2-2, то на этом участке верхние волокна бруса сжаты,  
а нижние растянуты. 

Сечение 3-3. 
Мысленно отбросим левую часть балки по сечению 3-3 и в этом сече-

нии введем неизвестные поперечную силу 3yQ  и изгибающий момент 

3zM , как показано на рис. 81. 

 

 

Рис. 81 
 
 
Запишем систему уравнений равновесия (1) балки в сечении 3-3: 
 

3 0 yY Q  ; 

3 3 3 0zM M M     , 
 

где 30 / 4х а  . Из этой системы определим: 
 

3 0yQ  ; 3 0,5zM M   кНꞏм. 
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На участке 30 / 4х а   поперечная сила 3yQ  и изгибающий момент 

3zM  не зависят от координаты 3х  и всегда сохраняют свое постоянное 

значение. Так как согласно рис. 81 истинное направление внутреннего 
уравновешивающего изгибающего момента 33 ( ) 0,5zM x   кНꞏм на участке 

30 / 2х а   направлено по ходу часовой стрелки и момент находится 

слева от сечения 3-3, то на этом участке верхние волокна бруса сжаты,  
а нижние растянуты. 

Эпюры поперечных сил yQ  и изгибающих моментов zM , построен-

ные с учетом правил их построения, рассмотренных в примере задачи 6, 
показаны на рис. 78. 

2. Составление универсального уравнения упругой линии. 
В общем виде универсальные уравнения для определения углов θ( )x  

поворота и прогибов ( )y x  балки при изгибе можно записать в виде 
 

3 31 2

1

( ) ( )( ) ( )1
( )

1 2 6 6
M Fi i нi кiq q

i i i i
z

x a x ax a x a
x M F q q C

EJ


    
      

    
   ; 

4 42 3

1 1

( ) ( )( ) ( )1
( )

2 6 24 24
M Fi i нi кiq q

i i i i
z

x a x ax a x a
y x M F q q Cx D

EJ

    
       

    
   , 

 

где Mi
a  и Fi

a  – расстояние от начала координат, например от опоры А, до 

точки приложения i-го момента iM , а последнее – до i-й реакции iR , 

включая и расстояние до точки приложения i-й внешней силы iP ; 
нiqa   

и 
кiqa  – расстояния от начала координат до начальной и конечно точек 

приложения i-й распределенной нагрузки iq . 

В вышеприведенных уравнениях iM , iF  и iq  положительны, если 

первый направлен по ходу часовой стрелки, а последние – в сторону уве-
личения положительных значений координаты y , и отрицательны, если 

они направлены наоборот. 
Используя приведенные выше уравнения, определим: 
– угол поворота 
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2 3 3

2

0

3 3
1 4 4 4

θ ( ) θ
2 2 6 6A

z

a a a
x x x

x
M x a R P q q

EJ

              
             

 
 
 

;        (20) 

 

– прогиб 
 

3 3 4 4

2 3

0 0

3 3
1 ( ) 4 4 4 4

θ
2 6 6 6 24 24A B

z

a a a a
x x x x

x a x
y M R P R q q x y

EJ

                                    
 
 
 

. (21) 

 

Константы 0θ  и 0y  можно найти из последнего уравнения (21), при-

няв во внимание, что прогиб y  балки на опоре А при 0x   и на опоре В 

при 3 / 4x a  равен 0y  . Воспользовавшись дважды уравнением (21) и 

отбрасывая члены, отрицательные в скобках, получим: 
– на опоре А при 0x   
 

0 0Ay y  ; 
 

– на опоре В при 3 / 4x a  
 

3 3 4 3 2
[

0 2
[

4 3 0,0606 10 ]
θ

3 6 4 6 2 24 2 ]

 A

z z

R a P a q a Н м

aEJ EJ Н м

                         
, рад. (22) 

 

Величина 0θzEJ  составляет 0θ 0,0606 zEJ    2ммМН  . 

3. Определение координаты центра тяжести поперечного сечения балки. 
Координату ( )y y   центра тяжести С поперечного сечения балки, 

показанного на рис. 82, можно определить по формуле 

1 2 31 2 3

1 2 3

4,08c c c
c

F y F y F y
y

F F F
 

 
 

, 

где 1 2,c cy y  и 3cy  – координаты центров 1 2,C C  и 3C  тяжести частей 1, 

2 и 3 поперечного сечения с площадями 1 2,F F  и 3F . 
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Рис. 82 
 
4. Определение момента инерции поперечного сечения относительно 

нейтральной оси. 
Координаты 1 2,c cy y  и 3cy  определяются исходя из того, что центры 

1 2,C C  и 3C  тяжести частей 1, 2 и 3 лежат на осях их симметрии, проходя-

щих через половину высоты этих частей. 
Момент инерции ( )z zJ J   поперечного сечения балки, показанного 

на рис. 82, относительно нейтральной оси, проходящей горизонтально  
в плоскости чертежа через его центр масс С, можно определить как сумму 
моментов инерции 

1z
J , 

2zJ  и 
3zJ  его частей 1, 2 и 3 с площадями 1 2,F F   

и 3F , относительно этой же оси (18) 
 

31 2z z z zJ J J J    = 

= 2
11 1

[ ( ) ]
cz c cJ F y y   + 2

22 2
[ ( ) ]

cz c cJ F y y  + 2
33 3

[ ( ) ]
cz c cJ F y y  . 

 

Моменты инерции 
cizJ  прямоугольных частей i = 1, 2, 3 определяют-

ся формулой (19). 
С учетом вышеприведенной формулы момент инерции zJ  поперечно-

го сечения балки относительно нейтральной оси можно определить в виде 
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2 2
2 2

1 2
6 (3 ) (5 )

6 3 ( ) 5 ( )
12 12z c c c cJ y y y y

                      (23) 


2

2 4
3

4 (2 )
4 2 ( ) 350

12 c cy y
        . 

 

5. Определение толщины   стенки поперечного сечения балки. 
При расчете полагаем, что: 

– модуль продольной упругости 50,8 10E    МПа; 

– допускаемый относительный прогиб балки max 1

800

y

a
    

, 

откуда 
 

max[ ] / 800y a . 
 

Толщину   стенки поперечного сечения балки определим исходя из 
условия жесткости в сечении / 2x a  

 

/2 max[ ]x ay y  .                                         (24) 
 

Универсальное уравнение для прогибов в сечении / 2x a  дает 
 

3 3 4

0/2  
1

θ
6 2 6 2 4 24 2 4 2
A

x a
z

R a P a a q a a a
y

EJ

                 
       

. 

 

Подставив в это уравнение zJ  (23) и 0θ  (22), а затем полученное (24) 

с учетом жесткости балки 
4 5 6 3 4350 (0,8 10 10 ) 350 (4,6 10 ) 12537 zEJ E            2мH  , 

 

Определим 
 

3 3 4

0  /2
1

| | θ
6 2 6 2 4 24 2 4 2
A

x a
z

R a P a a q a a a
y

EJ

                  
       

 

3

11 4 2

10,8768[ м ] [м]

8000,8 10 350 [ м ]

 Н a

Н


 
  

, 
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откуда 
 

34,6 10 м    или 4,6   мм. 
 

6. Определение углов θА  и θВ  поворота балки на опорах А и В. 

Универсальное уравнение (20) угла поворота θ  балки на опоре А при 
0x   и опоре В 3 / 4x а  дает: 
 

3 3
3

0
0,0606 10 0,0606 10

θ θ 4,83 10
1 3

 

5 7

 

2 А
zEJ

 
        рад; 

2 2 3

0
1 3

θ θ
2 4 6 2 6 2
A

В
z

R a P a q a

EJ

                
       

 


3 3

30,10384 10 0,10384 10
8,28 10

125

 

 37

 

zEJ
 

    рад. 

 

7. Определение прогиба Р  балки 

Универсальное уравнение для прогиба   балки в сечении / 4x а   
в точке приложении сосредоточенной силы Р  дает 

 

3

/4  
1

θ
6 4 4
A

p x a
z

R a a
y y

EJ

       
   

 

3 30,009243 10 0,009243 10
0,00074

125

  
 

 37zEJ

 
       м 0,74   мм. 

Результаты расчета представлены в табл. 21. 
 

Таблица 21 

AR  BR   Cy 
 

 ZJ 
 

0θZEJ  0ZEJ y    Py  θA  θB  

мН   – 
2М ммН 

 

3М ммН 
 

мм  3рад, 10  

1,52 0,32 
4,08

  
350 4  –0,0606 0 4,6 0,74 –4,83 8,28 
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 5 

РАСЧЕТ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ НА ПРОЧНОСТЬ  

ПРИ СЛОЖНОМ НАГРУЖЕНИИ И РАСЧЕТ ЭЛЕМЕНТОВ  

НА УСТОЙЧИВОСТЬ 

Задание 12. Рассчитать вал при сложном нагружении. 

Косозубая передача, различные варианты расчетной схемы которой 

показаны на рис. 83, опирается на два подшипника и при равномерном 

вращении передает заданную мощность. При работе в месте зацепления 

зубчатых колес возникает усилие, составляющие которого показаны на 

расчетной схеме. 

Требуется: 

 построить эпюры внутренних силовых факторов; 

 определить диаметр промежуточного стального вала сплошного се-

чения из условия статической прочности при условии пренебрежения 

продольной и поперечными силами. 

Исходные данные приведены в табл. 22. 

 

 

Таблица 22 

№ 

варианта 

Схема, 

рис. 83 

  ,

МПа 

N, 

кВт 
1,D

мм 
2 ,D

мм 

n, 

об/мин 
aF  rF  

a, 

мм 

b, 

мм 

c, 

мм 

1 1 60 30 200 400 200 
0,1

tF  
0,3

tF  
200 400 300 

2 2 70 40 500 300 240 
0,2

tF  
0,4

tF  
300 300 200 
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Окончание табл. 22 

№ 

варианта 

Схема, 

рис. 83 

  ,

МПа 

N, 

кВт 
1,D

мм 
2 ,D

мм 

n, 

об/мин 
aF  rF  

a, 

мм 

b, 

мм 

c, 

мм 

3 3 80 50 400 500 300 
0,1

tF  
0,3

tF  
200 300 200 

4 4 90 40 500 200 350 
0,2

tF  
0,4

tF  
300 400 200 

5 5 60 50 300 400 400 
0,1

tF  
0,3

tF  
300 400 300 

6 6 70 30 500 200 200 
0,2

tF  
0,4

tF  
200 400 300 

7 7 80 50 300 400 240 
0,1

tF  
0,3

tF  
300 300 200 

8 8 90 30 400 200 300 
0,2

tF  
0,4

tF  
200 300 200 

9 9 80 40 200 300 350 
0,1

tF  
0,3

tF  
300 400 200 

0 10 90 50 500 400 400 
0,2

tF  
0,4

tF  
300 400 300 

 

В табл. 22 приняты обозначения: 

    – допускаемое напряжение для материала вала; 

 N – мощность; 

 21,DD  – расчетные диаметры зубчатых колес; 

 tra FFF ,,  – аксиальное, радиальное и тангенциальное усилия соответ-

ственно. 
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Рис. 83 
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Пример выполнения задания 12 

Расчетная схема косозубой передачи показана на рис. 84. Также даны: 

  = 60 МПа; N = 47 кВт; n = 258 об/мин; aF  = 0,1 tF ; rF  = 0,4 tF ; 1D  = 0,5 м; 

2D  = 0,4 м; а = 0,2 м; b = 0,3 м; с = 0,2 м. 

 

 

Рис. 84 
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Решение 

1. Определение внешней нагрузки. 
Момент, передаваемый валом 
 

47
9554 1740 м 

8
 

25е
N

М Н
n

    , 

 

где 9 54 5   – коэффициент приведения к размерности. 
2. Определение усилий, действующих на зубчатые колеса. 
Окружные (тангенциальные) усилия: 
 

1
1

1740
6960 ;

5
2

 
0,

 

2

е
t

М
F Н

D
    2

2

1740
8700 .

4
 

0,
22

  е
t

М
F Н

D
    

 

Осевые (аксиальные) и радиальные усилия: 
 

1 10,1 6  96 ;a tF F Н   2 20,1 8  70 ;a tF F Н   

11 0,4 2784 ;  trF F Н   2 20,4 3480 .  r tF F Н   
 

На расчетной схеме, показанной на рис. 84, все определенные выше 
внешние нагрузки приведены к оси вала. При приведении нагрузок от 
осевых сил возникают дополнительные изгибающие моменты: 

 

1 1 1 21 2/ 2 / 174 м .a aM M F D F D Н      
 

3. Определение реакции опор. 
Для определения реакций 1yR , 1zR  левой опоры и 2yR , 2zR  – правой 

запишем уравнения равновесия (17) вала в вертикальной и горизонталь-
ной плоскостях xy и xz:   

 

1 1 2 2 0y r r yY R F F R     ; 

1 1 2 20,2 0,5 0,7 0z r r yM F F R        ; 

1 1 2 2 0z t t zZ R F F R      ; 
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1 1 2 20,2 0,5 0,7 0y t t zM F F R       , 

 

откуда: 
 

2 1 2( 0,2 0,5) / 0,7 3281y r rR F F      Н; 

1 1 2 2 2983y r r yR F F R     Н; 

2 1 2( 0,2 0,5) / 0,7 4226z t tR F F       Н; 

1 1 2 2 2486z t t zR F F R     Н. 
 

4. Определение опасного сечения и диаметра вала. 

Рассматриваем раздельно: 

 кручение от моментов Ме (внутренний силовой фактор – крутящий 

момент Мx); 

 изгиб в двух взаимно перпендикулярных плоскостях: 

1) вертикальной плоскости xy от сил Fr и моментов М1, М2 (внутрен-

ний силовой фактор – изгибающий момент Mz); 

2) горизонтальной плоскости xz от сил Ft (внутренний силовой фак-

тор – изгибающий момент My; при построении эпюры My горизонтальная 

плоскость xz повернута в вертикальную). 

Для построения эпюр xM , zM  и yM  воспользуемся методом сечений. 

Для этого мысленно рассечем вал сечениями 1-1, 2-2 и 3-3, как показано 

на рис. 84. 

Сечение 1-1. 

Запишем систему уравнений равновесия (9) стержня в сечении 1-1: 
 

1 1 0xМ   ; 

1 1 11 0y zМ R x   ; 

1 1 11 0z yМ R x   , 

 

где 10 0,2х   м. 

Из нее получим 
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1 1 1(0 0,2) 0xМ x    ; 

1 1 1 1 1 1( ) (0) 0 0y y zМ x М R      ; 

1 1 1 1 1 1( ) (0,2) 0,2 497y y zМ x М R        мН  ; 

1 1 1 1 1 1( ) (0) 0 0z z yМ x М R      ; 

1 1 1 1 1 1( ) (0,2) 0,2 597z z yМ x М R      мН  . 

 
Сечение 2-2. 
Запишем систему уравнений равновесия (9) стержня в сечении 2-2: 
 

2 2 0x еМ М   ; 

2 2 2 21 1(0,2 ) 0y z tМ R x F x     ; 

2 2 2 2 11 1(0,2 ) 0z y rМ R x F x M      , 

 

где 20 0,3х   м. 

Из нее получим 
 

2 2 2(0 0,3) 1740x eМ x M      мН  ; 

2 2 2 2 2 1( ) (0) 0,2 497y y zМ x М R        мН  ; 

2 2 2 2 2 1 1( ) (0,3) 0,5 0,3 845y y z tМ x М R F         мН  ; 

2 2 2 2 2 11( ) (0) 0,2 771z z yМ x М R M       мН  ; 

2 2 2 2 2 11 1( ) (0,3) 0,5 0,3 830z z y rМ x М R F M         мН  . 

 

Сечение 3-3. 
Запишем систему уравнений равновесия (9) стержня в сечении 3-3: 
 

3 3 0xМ   ; 

3 3 32 0y zМ R x   ; 

3 3 32 0z yМ R x   , 
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где 30 0,2х   м. 

Из нее получим 
 

3 3 3(0 0,2) 0xМ x    ; 

3 3 3 3 3 2( ) (0) 0 0y y zМ x М R     ; 

3 3 3 3 3 2( ) (0,2) 0,2 845y y zМ x М R      мН  ; 

3 3 3 3 3 2( ) (0) 0 0z z yМ x М R     ; 

3 3 3 3 3 2( ) (0,2) 0,2 656z z yМ x М R      мН  . 

 

На основе проведенных расчетов строим эпюры xM , zM  и yM , кото-

рые показаны на рис. 84. 
Для определения опасного сечения строим эпюру эквивалентного 

момента эквM  по формуле 
 

2 2 2
экв z y xМ M M M   , 

 

которая показана на рис. 84. По этой эпюре определяем: Мэкв.max = 2 105 Н·м. 

Из условия прочности 
 

 экв.max
экв.max

z

M

W
    

 

с учетом 
 

3 3π / 32 0,1zW d d   
 

определяем диаметр вала: 
 

 
6

33
экв.max 2105

 
10

0,064м 64мм.
0,1 0,1 80

 
M

d



   


 

 

Задание 13. Рассчитать стержневую конструкцию на устойчивость. 
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Различные варианты закрепления стержня и варианты его попереч-
ных сечений показаны на рис. 85. Стержень сжат центральной продольной 
силой P. Для заданного закрепления стержня и его поперечного сечения 
требуется определить: 

 размеры поперечного сечения; 

 коэффициент запаса устойчивости. 
Исходные данные приведены в табл. 23 и 24. 
При решении задания необходимо построить график зависимости 

(λ)кр f  . Выбрать поперечное сечение стержня, изобразить это сечение 

в масштабе, указать его размеры, показать главные центральные оси. 
 

 

Рис. 85 
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Таблица 23 

Материал 

Предел 
текучести 

т , МПа 

Предел  

пропорц. пц , 

МПа 

Модуль 
упругости 

E, МПа 

a, 
МПа 

b, 
МПа 

Ст. 3 240 200 5109,1   310 1,14 

Сталь 20 260 220 5102   330 1,11 

Сталь 45 360 300 5101,2   450 1,67 

 
Таблица 24 

№ 
варианта 

Материал 
№ 

схемы 
№ сечения 

Нагрузка 
P, кН 

Длина 
стержня, 

l, м 

Коэффициент 
запаса по 

устойчивости, 

][ yn  

1 Ст. 3 1 1, 2, 3 50 2 2,4 

2 Сталь 20 2 2, 3, 4 100 2,5 2,5 

3 Сталь 45 3 3, 1, 2 150 3 2,6 

4 Ст. 3 4 4, 2, 3 200 4 2,7 

5 Сталь 20 1 1, 2, 3 250 5 2,8 

6 Сталь 45 2 2, 3, 4 50 6 2,4 

7 Ст. 3 3 3, 1, 2 100 2 2,5 

8 Сталь 20 4 4, 2, 3 150 2,5 2,6 

9 Сталь 45 1 1, 2, 3 200 3 2,7 

10 Ст. 3 3 2, 3, 4 250 4 2,8 

 
Для всех материалов коэффициент запаса прочности принять 

т[ ] 1,5n  . 

В табл. 24 первый десяток номера варианта выбирается при первом 
столбце номера сечения, второй десяток – при втором столбце номера се-
чения и третий десяток – при третьем столбце номера сечения. 
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Пример решении задания 13 

Способ закрепления стержня задан расчетной схемой 3 (см. рис. 85)  
с поперечным сечением 3 (см. табл. 24) в виде двух двутавров. Также да-
ны: P = 200 кН; l = 4 м; у[ ] 3n  ; материал Ст. 3: т  = 240 МПа; пц  = 

200 МПа; Е = 2 105 МПа; a = 310 МПа; b = 1,14 МПа; т[ ] 1,5n  . 

Требуется определить размеры двутавров и коэффициент запаса 
устойчивости при выбранных размерах. 

Решение 

1. Построение графика кр (λ)f  . 

При построении графика кр (λ)f   воспользуемся формулами: 

– для прямой Ясинского 
 

кр λa b   ; 

 

– для гиперболы Эйлера 
 

2

2кр
π

λ

E  , 

 

где коэффициенты a  и b  заданы в табл. 23; λ  – гибкость стержня. 
Подставляя в первую формулу кр т  , а во вторую кр пц ,   полу-

чим: 
 

0
310 240

 λ 61,4;
1,14

Тa

b

 
  

 
λ пред=

2

пц

π E


=

2 5π 2 10

200

 
99,3. 

 

График кр (λ)f   показан на рис. 86. 

При гибкостях 00 λ λ   стержень настолько короткий, что разруша-

ется при потере прочности, поэтому в этом случае можно принять 

кр т  . При гибкостях 0 предλ λ λ   стержень теряет устойчивость, де-
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формируясь в упруго-пластичной области, где график очерчен прямой 
Ясинского. При предλ λ  стержень также теряет устойчивость, но в этом 

случае график очерчен гиперболой Эйлера. 
 

 

Рис. 86 
 
2. Подбор двутавров. 

Первое приближение 

Минимальный размер сечения определяем из условия прочности на 
сжатие по закону Гука: 

 

   
т

т

;
P

F n

   
 

  3
т 3 2 2

6
т

200 10 1,5
1,25 10 м 12,5см .

240 10
 

P n
F


 

    


 

 

Так как сечение состоит из двух двутавров, то площадь сечения одного 
двутавра F1 ≥ 6,25 см2. По ГОСТ 8239–56 приложения выбираем двутавр  
№ 10 с F1 = 12 см2. Двутавр, поперечное сечение которого показано на 
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рис. 87, а, имеет следующие размеры: h = 100 мм, b = 55 мм, 1 198zI   4cм , 

2 17,9zI  4см . 
 

 

Рис. 87 
 
 

Для заданного сложного поперечного сечения, состоящего из двух 
двутавров, как показано на рис. 87, б, моменты инерции относительно 
главных центральных осей y  и z : 

 

2 2
112[ ( / 2) ] 2[17,9 (5,5 / 2) 12] 217,3y yI I b A      см4; 

12 2 198 396z zI I     см4. 
 

Минимальный момент инерции 
 

minI  = yI  = 217,3 см4. 

 

Минимальный радиус инерции сечения 
 

min min / 217,3 / (2 12) 3i I A     см. 

 

Гибкость стержня 
 

minλ / 0,7 400 / 3 93,3,l i     
 

где µ = 0,7 – коэффициент приведения длины l  стержня, зависящий от 
способа его закрепления. 
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По графику кр (λ)f  , показанному на рис. 86, для полученной гиб-

кости λ  находим кр 204   МПа. 

Действительное напряжение 
 

3

4д
200 10

/ 83,3
2 12 10

P F 


  
 

 МПа. 

 

Действительный коэффициент запаса устойчивости 
 

кр

д

204
2,45 3.

83,3у уn n



        

 

Условие устойчивости не выполняется. 

Второе приближение 

Выбираем больший номер двутавра, например, № 12, с характеристи-
ками:  

 

1 1 2
2 4 4   .6 14,7 см ; 350 см ; 27,9 см ; 4 мм   z zF I I b     

 

Далее повторяем расчет при этих данных: 
 

4 2 42 350 700 см ; 2[(27,9 (6,4 / 2) 14,7] 356,9 см ;  z yI I      
4

min min356,9 см ; 356,9 / (2 14,7) 3,48 см; λ 0,7 400 / 3,48 80,5.    I i        
 

По графику кр (λ)f  , показанному на рис. 86, для полученной гиб-

кости λ  находим кр 218   МПа. 

Тогда: 
 

3

д 4

200 10 218
68 МПа ; 3,2 3.

682 14,7 10

кр
у у

Д

n n








          

 

 

Превышение составило [(3,2 – 3)/3]·100 % = 6,7 % и, следовательно, 
окончательно принимаем сечение стержня, составленное из двух двутав-
ров № 12. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основой материала, изложенного в практикуме, является многолет-
ний практический опыт, накопленный при преподавании дисциплин «Со-
противление материалов». Современные требования по преподаванию 
дисциплины «Сопротивление материалов» направлены на ее качественное 
усвоение, что требует не только глубокого изучения теоретических основ 
этой дисциплины, но и приобретения твердых навыков в решении практи-
ческих задач. 

Вариантное представление заданий по этой дисциплине с примерами 
их решения существенно повышает качество обучения в высших учебных 
заведениях по техническим специальностям, а примеры решения заданий 
позволяют обучающимся всех форм обучения самостоятельно выполнять 
их практическое решение, что в особенности важно для обучающихся за-
очной формы обучения. 
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