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ВВЕДЕНИЕ 

Для определения координат характерных точек границ земельных 
участков или объектов недвижимости создают геодезические построения, 
в том числе в виде полигонометрических сетей или различных засечек. За-
вершающим процессом получения координат является математическая об-
работка результатов полевых (геодезических) измерений.  

Математическая обработка результатов геодезических измерений вы-
полняется с целью повышения точности и надежности определяемых пара-
метров (отметок или координат), измеренных величин и оценки точности. 

В этой связи получение практических навыков по уравниванию резуль-
татов геодезических измерений коррелатным и параметрическим способом 
метода наименьших квадратов является актуальной задачей. 

Учебно-методическое пособие разработано в соответствии с требова-
ниями федерального государственного образовательного стандарта выс-
шего образования по направлению подготовки 21.03.02 Землеустройство  
и кадастры, основной образовательной программой высшего образования – 
программы бакалавриата по направлению подготовки 21.03.02 Земле-
устройство и кадастры, профиль «Кадастр недвижимости» и рабочей про-
граммой дисциплины «Геодезия». 

Целью учебно-методического пособия является формирование у обу-
чающихся общепрофессиональной компетенции – способности обрабаты-
вать и представлять полученные результаты с применением информацион-
ных технологий и прикладных аппаратно-программных средств. 

К задачам относится: 
– формирование у обучающихся общего представления о методе 

наименьших квадратов; 
– формирование у обучающихся знаний об уравнивании коррелатным 

и параметрическим способами метода наименьших квадратов;  
– получение практических навыков математической обработки резуль-

татов геодезических измерений методом наименьших квадратов с помо-
щью прикладного программного обеспечения. 
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При написании учебно-методического пособия были использованы 

монографии, учебники, учебные пособия и методические рекомендации  

таких авторов, как В. Д. Большаков и И. А. Гайдаев [2, 10], В. В. Голубев 

[3, 5], Н. Б. Лесных [4], Ю. И. Маркузе [5, 6], В. А. Падве [7], Г. Г. Поклад 

[8], В. Г. Селиханович [9], М. М. Машимов и З. С. Хаимов [11]. 

Учебно-методическое пособие состоит из шести разделов и пяти при-

ложений. 

Первый раздел посвящен общим положениям о методе наименьших 

квадратов. 

Во втором и третьем разделах рассмотрены алгоритмы коррелатного  

и параметрического способа метода наименьших квадратов. При рассмот-

рении алгоритмов вводится априорная обратная ковариационная матрица 

измерений вместо матрицы весов измерений. А для оценки апостериорной 

точности измерений применен масштабный показатель точности 2 , что 

позволяет осуществить статистическое тестирование геодезического по-

строения в целом. 

Здесь следует особо отметить, что эти нововведения соответствуют со-

временным алгоритмам обработки геодезических измерений, реализован-

ных в современных прикладных пакетах программ в сфере геодезии 

(«Кредо-Дат», «ГНСС», TBS и др.). 

В четвертом разделе рассмотрен порядок выполнения индивидуаль-

ного задания № 1: уравнивание разомкнутого нивелирного хода III класса 

коррелатным способом метода наименьших квадратов. 

В пятом разделе рассмотрен порядок выполнения индивидуального за-

дания № 2: уравнивание многократной обратной угловой и линейной засе-

чек параметрическим способом метода наименьших квадратов.  

В шестом разделе рассмотрен порядок выполнения индивидуального 

задания № 3: уравнивание разомкнутого полигонометрического хода 1-го 

разряда параметрическим способом метода наименьших квадратов.  

Для выполнения индивидуальных заданий в прил. 1 представлена 

вспомогательная статистическая таблица, в прил. 2–4 – базовый вариант 

для соответствующего индивидуального задания и в прил. 5 – вспомога-

тельная таблица-схема для составления матрицы A. 
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Для самоконтроля освоения теоретического материала в конце каж-
дого раздела представлены контрольные вопросы. 

Изучение изложенного теоретического материала рекомендуем 
начинать после выполнения каждого индивидуального задания. 

Автор выражает благодарность доценту СГУГиТ, кандидату техниче-
ских наук В. А. Падве, чьи замечания способствовали улучшению данной 
работы. 
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1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ О МЕТОДЕ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

При решении ряда научно-технических задач создают двух- или трех- 
либо четырехмерные модели территорий в виде различных цифровых карт, 
планов и метрических динамических трехмерных сцен. Для этого на терри-
тории от исходных пунктов государственной геодезической сети развивают 
геодезические построения (геодезическую сеть сгущения и/или съемочное 
обоснование), применяя современные и традиционные геодезические ме-
тоды.  

Геодезическим построением называют совокупность геодезических 
пунктов, геометрически связанных между собой, расположенных прибли-
зительно равномерно по всей территории и закрепленных на местности спе-
циальными центрами [1]. Для определения пространственного положения 
этих пунктов измеряют некоторое количество либо однородных (например, 
превышений в нивелирные ходах, псевдодальности в спутниковых сетях), 
либо разнородных величин (например, горизонтальных углов и горизон-
тальных проложений в полигонометрии или в теодолитных ходах) [7].  

Из теории математической обработки геодезических измерений 
(ТМОГИ) [2, 3, 5, 6] известно, что общее количество измеренных величин 
n (количество измерений) в геодезическом построении включает необхо-

димое k  и избыточное r количество измерений 
 

 n k r  .                                                  (1) 
 

Необходимое количество измерений k  – это необходимое и достаточ-
ное количество измеренных величин в геодезическом построении, позволя-
ющих однократно определить положение (координаты) определяемых 
пунктов в d-мерном пространстве (d = 1, 2, 3, 4) [2, 7] 

 

 опk k d  ,                                                  (2) 
 

где опk  – количество определяемых пунктов в геодезическом построении. 
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Избыточные измерения в ТМОГИ играют большую роль: с одной сто-
роны, они позволяют осуществить оценку качества измерений в геодезиче-
ских построениях, а с другой стороны, обуславливают возможность выпол-
нения математической обработки результатов полевых (геодезических) из-
мерений [2, 5]. 

Математическая обработка предусматривает решение трех задач [6, 7]: 
– нахождение уравненных (действительных) значений измеренных ве-

личин и искомых параметров (например, отметки или координаты опреде-
ляемых пунктов); 

– оценка точности уравненных измеренных величин; 
– оценка точности искомых параметров или других параметров, функ-

ционально связанных с измеренными величинами. 
Уравнивание выполняют методом наименьших квадратов (МНК), в со-

ответствии с которым в измеренные величины находят поправки iv , удо-

влетворяющие условию [2–7] 
 

 1 minTV K V  ,                                            (3) 
 

где V – вектор поправок к измеренным величинам; 1 1
UK K    – априорная 

обратная ковариационная матрица измеренных величин в геодезическом 
построении.  

Априорная обратная ковариационная матрица измерений является 
симметричной матрицей, на диагонали которой расположены обратные 
дисперсии измерений 

 

 

2
1

2
1 2

2

1 / 0 ... 0

0 1/ ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 1 / n

m

m
K

m



 
 
 

  
 
 
 

,                               (4) 

 

где 2
im  – дисперсия, квадрат средней квадратической погрешности изме-

ренной величины. 

Здесь следует отметить, что применение матрицы 1K   вместо матрицы 
весов измерений P приводит к тому, что оценка средней квадратической 
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погрешности единицы веса μ , полученная после уравнивания 

1

μ
TV K V

r


 , будет являться масштабным показателем точности (МПТ) 

среднего квадратического отклонения измерения σ . Теоретически МПТ по-
лагается равным единице, 0σ 1 . На практике МПТ будет отличаться от 

теоретического значения 0 , вследствие чего проверяется нулевая гипотеза 

0 0Н {σ σ 1}    против альтернативной А 0Н {σ σ 1}   , т. е. дается 

оценка о незначимости отклонения МПТ от теоретического значения 0σ   

с помощью теста 
 

 2 1 2 2 2
э т н вχ χ χ ;  χTV K V       ,                                (5) 

 

где 2 2 2 2
н 1 α/2, в α/2,χ χ ;  χ χr r   – нижняя и верхняя границы интервала для 

уровня значимости α с r степенями свободы, определяемыми по табличным 

данным распределения квантилей 2χ  (прил. 1). 

Если нулевая гипотеза не отвергается, то по величине МПТ можно сде-
лать следующие предположения: 

– μ 1,0  указывает на то, что точность измерения выше, чем ожида-

лась; 
– μ 1,0  указывает на то, что одна или несколько оценок точности из-

мерений недооценены, т. е. ожидаемые ошибки измерений не соответ-
ствуют точности, определяемой в паспорте технического средства измере-
ний и/или инструкцией по производству работ (технологии измерений).  
В этом случае следует откорректировать априорную ковариационную мат-

рицу измерений 2μK K   и повторить уравнительные вычисления. 

Если нулевая гипотеза отвергается против альтернативной, то это мо-
жет быть из-за грубых или систематических погрешностей измерений, не-
точных значений координат (высот) исходных пунктов или из-за некор-
ректно составленной априорной ковариационной матрицы либо других 
причин [7].  

Оценка точности уравненных измерений, искомых параметров или 
других параметров, функционально связанных с измеренными величинами, 
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опирается на теорему о распространении ошибок, которую предложил  
Эйткен. В рамках этой теоремы определено, что ковариационную матрицу 

YK  результатов линейного и нелинейного преобразования случайного век-

тора X c известной ковариационной матрицей XK  можно соответственно 

получить так [5, 7]: 
 

 
т

т

;

( ) ,

Y X

Y X

Y CX K CK C

Y F X K fK f

  

  
                                    (6) 

 

где C и F(X) – линейный и нелинейный операторы преобразования случай-
ного вектора X; f – частные производные F(X) по компонентам вектора X. 

Переход к апостериорной ковариационной матрице YK  осуществляют 

путем умножения априорной ковариационной матрицы YK  на оценку мас-

штабного показателя 2μ точности измерений 2σ  
 

 2μY YK K .                                                (7) 
 

Апостериорная ковариационная матрица YK  симметричная, на ее диа-

гонали располагаются оценки квадрата средней квадратической погрешно-
сти оцениваемого случайного вектора Y. 

Здесь следует отметить, что формула (7) является основной для оценки 
точности измерений, параметров и любой функции в геодезической сети, 
причем независимо от способа МНК.  

Конкретная форма и содержание ковариационной матрицы YK зависит 

от вида случайного вектора Y, функциональной связи искомых параметров 
с измеренными величинами и способа уравнивания МНК. 

В настоящее время разработан ряд способов МНК, основными из кото-
рых являются коррелатный и параметрический. 

В коррелатном способе МНК решается задача на условный экстремум 

функции т 1 minV K V   с дополнительным условием, умноженный на 
удвоенное значение вспомогательного неизвестного вектора коррелат: 

т
1 12 2(λ , λ , ..., λ )r  . При этом составляют независимые условные уравне-

ния связи (УУС), вытекающие из топологии геодезических построений  
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и вида измеряемых величин. Количество условных уравнений связи равно 
числу избыточным измеренным величинам 

 

 r n k  .                                                  (8) 
 

После этого отыскивают поправки к измеренным величинам и вычис-
ляют, с учетом исходных данных, уравненные отметки или координаты 
определяемых пунктов [2, 10, 11]. 

В параметрическом способе МНК решается задача на абсолютный экс-

тремум функции т 1 minV K V  . Здесь составляют n независимых парамет-
рических уравнений связи (ПУС), включающих k искомых параметров. Че-
рез них выражают все измеренные величины в геодезическом построении. 
В итоге составляют систему нормальных уравнений, включающую k урав-
нений, результатом решения которых является вектор поправок к прибли-
женным значениям искомых параметров. Затем на основании параметриче-
ских уравнений поправок вычисляют уравненные измерения [2, 10, 11]. 
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2. АЛГОРИТМ УРАВНИВАНИЯ КОРРЕЛАТНЫМ СПОСОБОМ  

Последовательность уравнивания геодезических построений коррелат-
ным способом включает следующие этапы [2–7, 10]: 

1) формирование условных уравнений поправок; 
2) составление и решение нормальных уравнений коррелат; 
3) контроль решения нормальных уравнений коррелат и вычисления 

поправок; 
4) вычисления уравненных измерений и параметров (отметок или ко-

ординат); 
5) оценка точности измерений, искомых параметров и функциональ-

ных связей измеренных величин с искомыми параметрами. 
1. Формирование условных уравнений поправок. 
Определяют количество избыточных измерений r (8) и УУС 
 

 1 1 2 2( , ,..., ) 0r n nu v u v u v       ,                                (9) 
 

где u  – измеренные величины; v  – поправки к измеренным величинам (по-
правки в измерения). 

В матричном виде система условных равнений поправок имеет вид 
 

 , ,1 ,1 0r n n rB V W  ,                                        (10) 
 

где B – матрица коэффициентов частных производных УУС по измеренным 
величинам; V – вектор поправок к измеренным величинам; W – вектор сво-
бодных членов (невязок). 

2. Составление и решение нормальных уравнений коррелат. 
Систему нормальных уравнений коррелат представляют так: 
 

 , ,1 ,1 0,r r r rR W                                           (11) 
 

где тR BKB  – матрица коэффициентов нормальных уравнений коррелат. 
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Априорную ковариационную матрицу измерений K формируют на ос-
новании средних квадратических погрешностей измерений величин: 

– превышение, определенное геометрическим методом 
 

 σ
ih h im D                                               (12) 

 

где σh  – средняя квадратическая погрешность единицы веса, которую вы-

ражают мм/км; iD  – длина хода или секции в км; 

– длина стороны, измеренная светодальномером (электронным тахео-
метром) 

 

 Sm a b D   ,                                            (13) 
 

где a и b – параметры, указанные в руководстве пользователя для соответ-
ствующего светодальномера (электронного тахеометра); D  – длина сто-
роны в км; 

– горизонтальный угол: 
 

 β βσ /
i

m c ,                                            (14) 

 

где βσ  – средняя квадратическая погрешность измерения горизонтального 

угла одним приемом; c – количество приемов. 
На основании решения системы нормальных уравнений (11) находят 

неизвестные коррелаты 
 

 1
,1Λ .r R W                                               (15) 

 

Далее определяют поправки к измеренным величинам 
 

 т
,1 ΛnV KB  .                                           (16) 

 

3. Контроль решения нормальных уравнений коррелат и вычисления 
поправок. 

Контроль решения нормальных уравнений коррелат осуществляют 
подстановкой вектора коррелат в систему нормальных уравнений (11) 
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 ΛR W .                                                  (17) 
 

Контроль вычисления вектора поправок выполняют путем подста-
новки V в уравнения поправок (10) 

 

 .BV W                                                  (18) 
 

В завершении контролируют вычисление 1 2k v 
   

 

 т 1 тΛV K V W  .                                          (19) 
 

Проверку гипотезы о равенстве дисперсии погрешности измерения 2σ  

априорному значению 2
0σ  выполняют с помощью теста (5), при этом при-

нимают уровень значимости α 0,05 . Если нулевая гипотеза не отверга-

ется, то корректируют априорную ковариационную матрицу измерений 
2μK K   и повторяют действия с п. 2. 

4. Вычисления уравненных измерений и параметров. 
Уравненные измерения u и параметры вычисляют по формулам: 
 

 т т

;

ψ( , ),

i i i

j

u u v

x U Z

 




                                            (20) 

 

где U – вектор уравненных измеренных величин; Z – вектор исходных дан-
ных. 

5. Оценка точности измерений, искомых параметров и функциональ-
ных связей измеренных величин с искомыми параметрами. 

Оценка точности заключается в вычислении средних квадратических 
погрешностей: 

– уравненных значений измеренных величин 
 

 
i iiu Um K ;                                             (21) 

 

– уравненных искомых параметров (отметок или координат) 
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j jjx Xm K ,                                             (22) 

 

где , 
ii jjU XK K  – диагональные элементы апостериорных ковариационных мат-

риц уравненных измерений и искомых параметров; 2 т 1μ ( );UK K KB R BK   

2 тμX UK fK f ; 
1

μ
TV K V

r


 . 

Контрольные вопросы 

1. В каком порядке выполняют уравнивание в коррелатном способе 
МНК? 

2. Как проконтролировать решение системы нормальных уравнений 
коррелат? 

3. Как проверить нулевую гипотезу 0 0Н {σ σ 1}   ? 

4. Как проконтролировать вычисления вектора поправок? 
5. Приведите формулы для оценки точности уравненных измеренных 

величин и искомых параметров. 
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3. АЛГОРИТМ УРАВНИВАНИЯ  

ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ  

Уравнивание параметрическим способом выполняют в следующем по-

рядке [2–7, 10]: 

1) составление параметрических уравнений поправок; 

2) составление и решение нормальных уравнений; 

3) контроль решения нормальных уравнений и вычисления поправок; 

4) вычисления уравненных параметров и измерений; 

5) оценка точности уравненных параметров и измерений. 

1. Составление параметрических уравнений поправок. 

Задают k независимых параметров (отметки или координаты опреде-

ляемых пунктов) и вычисляют количество избыточных измеренных ве-

личин (8).  

Приближенные значения параметров kx  вычисляют на основании не-

которых измеренных величин. 

Для каждой измеренной величины составляют параметрическое урав-

нение поправок, формируют матрицу A 
 

 

1,1 1,2 1,

2,1 2,2 2,
,

,1 ,2 ,

...

...

... ... ... ...

...

k

k
n t

n r n k

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
  
 

                                    (23) 

 

и вычисляют свободные члены il  (табл. 1).  

Затем формируют вектор свободных членов параметрических уравне-

ний поправок L. 
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Таблица 1 

Параметрические уравнения поправок 

Измеренная величина Уравнение Коэффициенты Свободный член 
Превышение 

 i ijh  j 

 
 

 

Н

Н

δ

δ

ij i

j ij

h i

j h

v a

a l

 

 
 

 
1,0;ia    

1,0.ja    

 

(Н Н ),  мм

ijh ij

j i

l h 

    

Длина стороны 
  

i ijS  j 

 
 

 
 

δ δ

δ δ

ij i i

j j ij

s ij x ij y

ij x ij y s

v a b

a b l

   

  
 

 
 

cos ;ij ija    

sin .ij ijb    

 

2

2

( )
,  см

( )

ijs ij

j i

j i

l S

x x

y y

 

 




 

 

 

Горизонтальный 
угол 

 
 

 i 

 
k j 

 
 
 
 

β

β

( )δ

( )δ

δ δ

δ δ

k kij

k

j

ki i ij

kj ki x

kj ki y

jk x jk y j

ik x ik y

v a a

b b

a b

a b l

  

  

  

  

 

 

 
 
sinα

(км)

2,063;

ki
ki

ki

a
S

  



 

cosα

(км)

2,063;

ki
ki

ki

b
S

  


;ki ika a   

ki ikb b   

 

β
β

(α α ),  с;

k
ij

k
ij

kj ki

l  

  
 

arctgα

( )
;

( )

kj

j k

j k

y y

x x










 
 

 

arctgα

( )

( )

ki

i k

i k

y y

x x









 
 

 

Примечание. Если i-й (j-й или k-й) пункт является исходный, тогда значение поправки 
равно нулю.  

 
2. Составление и решение нормальных уравнений. 
Формируют априорную обратную ковариационную матрицу измере-

ний 1
,n nK   (4). Далее определяют коэффициенты матрицы нормальных урав-

нений N и столбец свободных членов G: 
 

 
т 1

т 1

;

.

N A K A

G A K L








                                              (24) 

 

Из решения нормальных уравнений отыскивают вектор поправок к при-
ближенным параметрам x  

 

 1X N G  .                                              (25) 
 

 

k
ij  
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После этого переходят к определению поправок к измеренным величи-
нам 

 

 V A X L   .                                             (26) 
 

3. Контроль решения нормальных уравнений и вычисления поправок. 
Контроль решения нормальных уравнений осуществляют через лемму 

Гаусса 
 

 т 1 0A K V  .                                              (27) 
 

Контроль вычисления поправок выполняют по формуле 
 

 т 1 т 1V K V V K L   .                                       (28) 
 

Если контроли (27) и (28) выполняются, тогда переходят к проверке 

гипотезы о равенстве дисперсии погрешности измерения 2σ  априорному 

значению 2
0σ  с помощью теста (5).  

4. Вычисления уравненных параметров и измерений. 
Уравненные параметры и измерения вычисляют по формуле 
 

 
δ ;

.

j j j

i i i

x x x

u u v

 

 




                                             (29) 

 

Контролем правильности вычисления уравненных параметров и изме-
рений является выполнение равенства 

 

 1 2φ( , ,..., )i ku x x x .                                        (30) 
 

Другими словами, вычисленные величины по уравненным параметрам 
должны совпадать с точностью округления с уравненными измерениями. 

5. Оценка точности уравненных параметров и измерений. 
При оценке точности вычисляют средние квадратические погрешности: 
– уравненных параметров (отметок или координат) 
 

 ;
j jjx Xm K                                               (31) 
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– уравненных измеренных величин 
 

 
i iiu Um K ,                                              (32) 

 

где 
jjXK  – диагональный элемент апостериорной ковариационной матрицы 

уравненных параметров, которая определяется так: 2 1μXK N  ; 

UK  – диагональный элемент апостериорной ковариационной матрицы 

уравненных измеренных величин, которая определяется так: т ;U XK AK A  

 

1

μ
TV K V

r


 . 

Контрольные вопросы 

1. В каком порядке выполняют уравнивание параметрическим спосо-
бом МНК? 

2. Как представляют параметрическое уравнение связи и поправок? 
3. Как проконтролировать решение системы нормальных уравнений? 
4. Как проконтролировать вычисления поправок? 
5. Как выполнить оценку точности? 
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4. Индивидуальное задание № 1  
УРАВНИВАНИЕ РАЗОМКНУТОГО  
НИВЕЛИРНОГО ХОДА III КЛАССА 

Цель: освоить методику уравнивания разомкнутого нивелирного хода 
III класса коррелатным способом метода наименьших квадратов. 

Последовательность выполнения индивидуального задания 

Рассмотрим уравнивание разомкнутого нивелирного хода III класса 
для нулевого варианта. 

1. Подготовить исходные данные и результаты полевых измерений. 
Создайте в Excel файл с именем: ИЗ_1_ФИО. Подготовьте на листе 

файла «ИсходДанные» табл. П.2.1 и П.2.2 и поместите туда результаты поле-
вых измерений и подготовленные для своего варианта исходные данные. Да-
лее создайте новый лист с именем «Ведомость 1» и сформируйте табл. 2 [9].  

2. Выполнить оценку качества и точности полевых измерений. 
В табл. 2 поместить: номера секций, реперов (марок), длины секций  

и измеренные превышения секций в прямом и обратном ходе (направле-
ниях). Вычислить длину нивелирного хода и сумму превышений в прямом 
и обратном направлениях. 

Определить разность измеренных превышений в прямом и обратном 
направлениях id и сравнить ее с предельно допустимым значением: 

 

 
пр, об,

доп

;

10 мм  мм.

i i i

i i

d h h

d d D

 

 

 
                                    (33) 

 

Вычислить среднее превышение для каждой секции нивелирного хода 
 

 пр, об,
ср, .

2
i i

i

h h
h



 

                                            (34) 
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Таблица 2 

Оценка качества и точности полевых измерений 

Номер 
секции 

Номер  
репера /  
марки 

Длина 
секции, 
D, км 

Превышения Расхождения 2d

D
 

прh , м обh , м срh , м d, мм 
d доп, 
мм 

  Гр.23               
1   5,35 5,820 1 –5,805 9 5,813 0 +14,2 23,1 37,69 
  11               
2  6,10 2,397 1 –2,411 9 2,404 5 –14,8 24,7 35,91 
  12               
3   4,95 1,511 1 –1,496 1 1,503 6 +15,0 22,2 45,45 
  13               
4   6,95 –9,919 1 9,934 9 –9,927 0 +15,8 26,4 35,92 
  14               
5   3,80 –8,033 1 8,047 9 –8,040 5 +14,8 19,5 57,64 
  Гр.26               

Σ 27,15 –8,223 9 8,268 9 –8,246 4 +45,0 - 212,61 

к нН Н 8,233 м;    км
1 212,61

3,26 мм;
2 5

m     

13,4 мм;hf    км β ;hm t   β 1,96t   при α 0,05;  

доп 52,1 мм.hf    км 9,8 мм.m   

 
Определить сумму средних превышений по нивелирному ходу и про-

контролировать ее по формуле 
 

 
пр, об,

ср 2

N N

i iN
i i

i

h h
h



 


 

 .                                   (35) 

 

Определить невязку и сопоставить ее с предельно допустимым значе-
нием 

 

 ср, к н(Н Н );
N

h i
i

f h                                      (36) 

 

  доп 10 мм h if D  ,                                   (37) 

 

где к нН  и Н  – отметки начального (Гр. 23) и конечного репера (Гр. 26); 

 iD  – длина нивелирного хода, км. 
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Так как значение невязки hf  не превышает предельно допустимой ве-

личины доп h hf f , можно выполнить априорную оценку точности поле-

вых измерений [9] 
 

 

2

км

/1

2

i id D
m

N

 
  ,                                       (38) 

 

где N – количество секций в нивелирном ходе; [] – символ Гаусса, обозна-
чающий сумму. 

Промежуточные расчеты поместить в табл. 2. Затем сопоставить зна-
чение средней квадратической погрешности на один километр двойного 

хода кмm  с предельно допустимым значением 
 

 км β hm t  ,                                                (39) 

 

где βt  – коэффициент Стьюдента, равный 1,96 при уровне значимости 

α 0,05 ; h  – средняя квадратическая ошибка на один километр двойного 

хода в III классе равна 5,0 мм/км. 
3. Составить и решить нормальные уравнения коррелат. 
Подготовьте на листе «Ведомость 1» табл. 3 и перенесите в эту таб-

лицу длины секций iD  из табл. 2. Далее нужно вычислить среднюю квад-

ратическую погрешность определения среднего превышения по формуле 
(12), при этом принять 5,0 ммh  . Затем возвести 

ihm  в квадрат и поме-

стить в табл. 3. 
Система нормальных уравнений коррелат будет состоять из одного 

уравнения с одним неизвестным коррелатом 1  
 

 2
1 0

ih hm f     .                                           (40) 

 

Неизвестный коррелат определить так: 1 2
i

h

h

f

m
 

 
 

. 
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Таблица 3 

Уравнительные вычисления 

Номер 
секции 

Номер  
репера / 
марки 

iD , км K V, мм ,h  м Н,  м т 1V K V  

  Гр.23         112,198   
1   5,35 133,75 2,6 5,815 6   0,052 1 

  11         118,013 6   
2   6,10 150,50 3,0 2,407 5   0,059 4 

  12         120,421 2   

3   4,95 123,75 2,4 1,506 0   0,048 2 
  13         121,927 2   

4  6,95 173,75 3,4 –9,923 6  0,067 7 

  14         112,003 6   
5   3,80 95,00 1,9 –8,038 6   0,037 0 

  Гр.26         103,965   

Σ 27,15 678,75 13,4 –8,233 0 103,965 0,264 5 

Проверка нулевой гипотезы:                                   Контроль: 

0,26 0,001 0 5,024 0 , 0,05  ;   т 1
1λhf V K V  ; 1 0,264 5hf    . 

Нулевая гипотеза не отвергается.                         0,264 5 0,51    

 
4. Выполнить контроль решения нормальных уравнений коррелат  

и вычисления поправок. 
Определить поправки в средние превышения секций по формуле 
 

 
2

2
i

i

h
i h

h

m
v f

m
 

 
 

.                                            (41) 

 

Затем вычислить т 1 1 2
iV K V k v     . 

Контроль вычисления вектора поправок выполнить по формулам: 
 

 
 

1 2
1

;

.

i h

i h

v f

k v f

 

    
                                             (42)  
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Если равенства (42) выполняются, то необходимо произвести проверку 

нулевой гипотезы:  0 оН 1     . Для этого определить нижнюю 2
н   

и верхнюю 2
в границы интервала т 1V K V .  

Приведем результаты проверки нулевой гипотезы для рассматривае-
мого нивелирного хода. 

Для r = 1 и доверительной вероятности 0,975 нижняя граница 
2
н 0,0010  , а для доверительной вероятности 0,025 верхняя граница 

2
в 5,024 0   (см. прил. 1). Тогда доверительный интервал будет 

 

 0,26 0,001 0 5,024 0 .                                    (43) 
 

Из выражения (43) следует, что значение т 1V K V  с уровнем значимо-
сти 0,05  находится в пределах доверительного интервала, т. е. нулевая 

гипотеза не отвергается. 
5. Вычислить уравненные измерения и отметки. 
Уравненные средние превышения секций вычислить по формуле 
 

 ср,i i ih h v  .                                             (44) 

 

При отсутствии грубых ошибок в вычислениях должно выполняться 

равенство   26 23Н Нih   . 

Уравненные отметки марок вычислить по формуле 
 

 1Н Нi i ih  .                                             (45) 

 

При отсутствии грубых ошибок в вычислениях должно выполняться 

равенство выч
26 26Н Н . 

6. Выполнить оценку точности измерений и отметок определяемых 
марок. 

Оценку точности выполнить по формулам (21) и (22) и поместить эти 
оценки в табл. 4. 
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Таблица 4 

Оценка точности 

Номер  
секции 

Номер  
репера / марки 

Средние квадратические погрешности, мм 

hm  Hm  

  Гр.23     
1   5,3  

  11  5,3 
2   5,6  

  12  6,6 
3   5,2  

  13  6,6 
4  5,8  

  14  4,6 
5   4,6  

  Гр.26     
 

Для рассматриваемого нивелирного хода апостериорная ковариацион-
ная матрица уравненных превышений будет иметь вид 

 

 

7,9 6,5 9,1 5,0

7,9 7,4 10,3 5,6

6,5 7,4 8,4 4,6

9,1 10,3 8,4 6,4

5,0 5,6 4,6 6,4

UK

    
     
     
     
     

28,4

31,3

26,8

34,2

21,6

.                      (46) 

 

Для определения апостериорной ковариационной матрицы уравнен-

ных отметок XK  составьте функции вычисления отметок марок относи-

тельно исходного репера Гр.23 
 

 

11 23 1

12 23 1 2

13 23 1 2 3

14 23 1 2 3 4

Н Н ;

Н Н ;

Н Н ;

Н Н ,

h

h h

h h h

h h h h

 

  

   

    

                                 (47) 

 

где 23Н  – отметка исходного грунтового репера № 23; h  – уравненные сред-

ние превышения. 

Возьмите частные производные 
Н j

ih




 функций (47) и составьте матрицу f 
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1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

1 1 1 0 0

1 1 1 1 0

f

 
 
 
 
 
 

.                                         (48) 

 

Затем определите апостериорную ковариационную матрицу уравнен-
ных отметок марок 

 

 т

20,5 14,0 5,0

20,5 30,0 10,6

14,8 30,0 15,2

5,0 10,6 15,2

X UK fK f

 
 
  
 
 
 

28,4

13,8

42,9

21,6

.                    (49) 

 

Возьмите квадратный корень диагональных элементов матрицы XK   

и поместите в табл. 4. 

Содержание отчета 

В качестве отчета обучающийся представляет в Excel-файл, где 

должны быть представлены табл. 2–4, матрицы UK  и XK .  

В формате *.doc должны быть представлены ответы на контрольные 
вопросы. 

Контрольные вопросы 

1. Приведите формулу вычисления невязки для разомкнутого нивелир-
ного хода и допустимой невязки в III классе. 

2. Как вычислить поправки в измеренные превышения? 
3. Как выполнить контроль вычисления поправок в измеренные превы-

шения? 
4. Как можно проконтролировать вычисления уравненных отметок ма-

рок? 
5. Как выполнить оценку точности уравненных средних превышений и 

определяемых отметок?
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5. Индивидуальное задание № 2  
УРАВНИВАНИЕ МНОГОКРАТНОЙ ОБРАТНОЙ УГЛОВОЙ  

 И ЛИНЕЙНОЙ ЗАСЕЧЕК 

Цель: освоить методику уравнивания многократной угловой и линей-
ной засечек параметрическим способом метода наименьших квадратов. 

Последовательность выполнения индивидуального задания 

Рассмотрим уравнивание многократной обратной угловой и линейной 
засечек для нулевого варианта. 

1. Подготовить исходные данные и результаты измерений. 
На основании базового варианта (прил. 3) вычислить для своего вари-

анта исходные данные. Создать Excel-файл и на листе «ИсходДанные» под-
готовить табл. П.3.1, П.3.2 и П.3.3. Далее поместить в эти таблицы исход-
ные данные и результаты полевых измерений. 

2. Вычислить приближенные координаты определяемого пункта P. 
Создать новый лист в файле «ПриближенКоорд_пунта P» и сформиро-

вать табл. 4. Далее поместить в эту таблицу координаты исходных пунктов 
1, 2 и 3 и измеренные длины сторон 1 2 3, ,SS S . Определить приближенные 

координаты пункта P по формулам линейной засечки [8] 
 

 
;

,

p j

p j

x x x

y y y

  

  




                                              (50) 

 

где , j jx y  – координаты исходного пункта; 2 2 ;h r q     

1 1

1 1

( ) ( );  

( ) ( );

j j j j

j j j j

x q x x h y y

y q y y h x x

 

 

     

     
  

2 2
1 2

2 2
1 1

0,5(1 );  / ;  / ;  

( ) ( ) .j j j j

q r t r S d t S d

d x x y y 
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При вычислении h  знак перед радикалом выбрать исходя из следова-
ния вершин в треугольнике: «+» по ходу, а «–» против хода часовой стрелки 
(рис. П.3.1).  

 

Таблица 5 

Решение линейной засечки 

Наименование Значение Наименование Значение Наименование Значение 
Треугольник А, P, Б 

1S  1 876,38 q  0,340 442 h  –0,895 261 

2S  2 178,42 2x  5 177,93 2y  7 769,51 

12d  1 959,039 1x  6 969,40 1y  8 562,27 

r 0,957 806 2 1x x  –1 791,47 2 1y y  –792,76 

t 1,111 984 2 1( )q x x   –609,892 2 1( )h x x   –1 603,833 

,  см
x

p p

d

x x


     +1,2 

2 1( )h y y   709,727 2 1( )q y y   –269,889 

Δx  99,835 Δy  –1 873,722 

px , м 7 069,235 py , м 6 688,548 

Треугольник Б, P, В 

2S  2 178,42 q  0,963 730 h  –0,554 954 

3S  1 089,39 3x  6 166,65 3y  6 078,50 

23d  1 958,847 2x  5 177,93 2y  7 769,51 

r 1,112 093 3 2x x  988,72 3 2y y  –1 691,01 

t 0,556 138 3 2( )q x x   952,860 3 2( )h x x   548,694 

,  см

y

p p

d

y y



   
 +2,1 

3 2( )h y y   938,433 3 2( )q y y   –1 629,678 

Δx  1 891,293 Δy  –1 080,983 2 

px , м 7 069,223 py , м 6 688,527 

px , м 7 069,229 py , м 6 688,537 

 

Если разности координат ( xd  и yd ) пункта P по модулю не превышают 

5 см, то вычисляется среднее арифметическое значение абсциссы px   

и ординаты py  (табл. 5). 

3. Вычислить приближенные дирекционные углы и длины сторон.  
Создать в файле новый лист «Ведомость». Затем сформировать табл. 6 

и поместить в эту таблицу координаты исходных пунктов и приближенные 

координаты определяемого пункта P ( px , py ). 

Далее вычислить румбы направлений «P – исходный пункт» по формуле 
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 tg /r r y x    .                                          (51) 
 

Переход от румба к дирекционному углу осуществить по правилам: 
 

 

 и ,  то arctg( );

 и  или  и ,   arctg( ) 180;

 и ,  то arctg( ) 360.

x y r

x y x y то r

x y r

    
         
     

           (52) 

 

Приближенные длины сторон вычислить через приращения координат 
(см. табл. 1). 

4. Вычислить свободные члены параметрических уравнений поправок. 
На листе «Ведомость» подготовить табл. 7 и поместить приближенные 

дирекционные углы и длины сторон из табл. 6, измеренные горизонтальные 
углы и длины сторон из табл. П.3.2 и П.3.3. 

Затем вычислить коэффициенты параметрических уравнений поправок 

для направлений «P – исходный пункт» ( ,i ia b ) и свободные члены (
i

l  и 
iSl ) 

по формулам, представленным в табл. 1. 
 

Таблица 6 

Приближенные дирекционные углы и длины сторон 

Пункт 

y x 
y

r
x





 Приближенный 
дирекционный 

угол α , доли 

градуса 

S , м py  px    

Δ i py y y    Δ i px x x    arctg( )r  

A 8 562,270 6 969,400 –18,769 434     

P 6 688,537 7 069,229       

  1 873,733 –99,829 –86,950 272 93,049 728 1 876,390 

Б 7 769,510 5 177,930 –0,571 550     

P 6 688,537 7 069,229       

  1 080,973 –1 891,299 –29,750 144 150,249 856 2 178,420 

В 6 078.500 6 166,650 0,675 882     

P 6 688,537 7 069,229       

  –610,037 –902,579 34,054 071 214,054 071 1 089,401 

Д 6 090,430 8 377,320 –0,457 237     

P 6 688,537 7 069,229       

  –598,107 1 308,091 –24,571 620 335,428 380 1 438,344 
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Таблица 7 

Свободные члены параметрических уравнений поправок 

Нап
рав-
ле-
ние 

 , доли 
градуса 

a b № 
β , доли 
градуса 

β , доли 
градуса 

βl , с S , м S, м Sl , см 

PА 93,049 728 1,10 0,06     1 876,39 1 876,38 –1,0 
PБ 150,249 86 0,47 0,82 1 57,200 13 57,201 11 +3,5 2 178,42 2 178,42 0,0 
PВ 214,054 07 –1,06 1,57 2 121,004 34 121,006 94 +9,4 1 089,40 1 089,39 –1,1 
PД 335,428 38 –0,60 –1,30 3 242,378 65 242,380 83 +7,9 1 438,34 1 438,40 +5,6 

 
5. Составить и решить систему нормальных уравнений. 
Подготовить на листе «Ведомость» табл. 8 и переписать из табл. 7 зна-

чения свободных членов β  и Sl l  в столбец L. 

 

Таблица 8 

Коэффициенты параметрических уравнений поправок  
и нормальных уравнений 

Номер 
изме-
рения  

1
iik    A B L 1

iik AA
 

1
iik AL

 
1

iik AB
 

1
iik BB

 
1

iik BL
 

1
iik LL

 

1  0,03 –0,63 0,76 3,5 0,01 –0,06 –0,01 0,02 0,08 0,35 

2  0,03 –2,16 1,51 9,4 0,13 –0,56 –0,09 0,06 0,39 2,43 

3  0,03 –1,69 –1,36 7,9 0,08 –0,37 0,06 0,05 –0,30 1,71 

1S  0,53 0,05 –1,00 –1,0 0,00 –0,03 –0,03 0,53 0,54 0,55 

2S  0,49 0,87 –0,50 0,0 0,37 0,00 –0,21 0,12 0,00 0,00 

3S  0,67 0,83 0,56 –1,1 0,46 –0,61 0,31 0,21 –0,41 0,80 

4S  0,60 –0,91 0,42 5,6 0,50 –3,05 –0,23 0,10 1,39 18,66 

Сумма 1,55 –4,68 –0,19 1,09 1,69 24,50 
 

Вычислить диагональные элементы 1
iik   априорной обратной ковариа-

ционной матрицы измерений 1K  (4). Для этого принять, что средняя квад-

ратическая погрешность измерения горизонтальных углов "6m  , а для 

вычисления средней квадратической погрешности измерения длин сторон 
по формуле (13) – параметры a =10 мм; b = 2 мм. 
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Вычислить коэффициенты параметрических уравнений поправок для 
горизонтальных углов по формуле 

 

 1 1;  i i i iA a a B b b    ,                                    (53) 
 

а для измеренных длин сторон 
 

 cos ;  sini pj i pjA B       .                                (54) 

 

В соответствии с наименованием столбцов табл. 8 найти произведения 

коэффициентов A, B, L между собой с диагональными элементами 1
iik апри-

орной обратной ковариационной матрицы измерений. Сумма по столбцам 

(кроме 1
iik LL ) является коэффициентами системы нормальных уравнений. 

В алгебраическом виде систему нормальных уравнений представим так: 
 

 

1 1 1

1 1 1

[ ]δ [ ]δ [ ] 0;

[ ]δ [ ]δ [ ] 0.

ii ii ii

ii ii ii

k AA x k AB x k AL

k AB x k BB x k BL

  

  

  

  
                           (55) 

 

Для рассматриваемого примера система нормальных уравнений имеет 
следующий вид: 

 

 
 1,55 δ 0,19 δ 4,68 0;

0,19 δ 1,09 δ 1,69 0.

x y

x y

    
     

                                (56) 

 

В формуле (56) коэффициенты при неизвестных поправках к прибли-
женным координатам пункта P (δ ,δx y ) есть коэффициенты нормальной 

матрицы N, а свободным членом является матрица G: 
 

1,55 0,19

0,19 1,09
N

 
   

; 
4,68

1,69
G

 
  
 

. 

 

Определить вектор поправок к приближенным координатам пункта P 
 

δ 0,66 0,12 4,68 2,9

δ 0,12 0,93 1,69 1,0

x
Q G

y

        
                  

.                 (57) 
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6. Вычислить уравненные координаты и измеренные величины. 

На листе «Ведомость» подготовить табл. 9 и 10. 

Для определения уравненных координат определяемого пункта P необ-

ходимо прибавить поправки к приближенным координатам 
 

 
δ 0,01;

δ 0,01.

p p

p p

x x x

y y y

  

  




                                         (58) 

 

Результаты вычислений записать в табл. 9. 

 

Таблица 9 

Уравненные координаты пункта P 

Наименование Значение, м Наименование Значение, см 

px  7 069,200 xm  1,1 

py  6 688,547 ym  1,3 

 

Поправки к измеренным величинам вычислить по формуле 
 

 δ δi i i iv A x B y l   .                                         (59) 
 

Контроль вычисления 1 2[ ]iik v
 выполнить так: 

 

 
1 2 1 1 1[ ] [ ] [ ] [ ]ii ii ii iik v k LL k AL x k BL y        .                       (60) 

 

Результаты вычислений поправок к измеренным величинам и контроль 

записать в табл. 10.  
Если равенство (60) выполняется, то проверяется нулевая гипотеза 

 0 оН σ σ 1   . Для этого нужно определить нижнюю 2
нχ  и верхнюю 2

вχ  

границы интервала т 1V K V .  
Приведем результаты проверки нулевой гипотезы для рассматривае-

мого примера. 
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Таблица 10 

Вычисление поправок к измеренным величинам 

№ 

Поправки в измеренные углы  
и длины сторон 1 2

iik v  
Контроль 

Аδx Bδy L V 1[ ]iik LL  – 1[ ]iik AL x   – 1[ ]iik BL y   1 2[ ]iik v  

1  1,82 0,79 3,54 –0,93 0,02 24,50 13,53 1,76 9,21 

2  6,24 1,57 9,36 –1,55 0,07  
т 1 9,21

= 1,36
5

V K V

r


    

 
9,21 0,83 12,83  

3  4,90 –1,42 7,85 –4,37 0,53 

1S  –0,15 –1,04 –1,02 –0,17 0,02 

2S  –2,51 –0,52 0,00 –3,03 4,44 

3S  –2,40 0,58 –1,09 –0,73 0,36 

4S  2,63 0,43 5,56 –2,50 3,77 

Сумма 9,21 

 

Для r = 5 и доверительной вероятности 0,975 2
нχ 0,831 , а для довери-

тельной вероятности 0,025 2
вχ 12,833  (см. прил. 1).  

Тогда доверительный интервал неравенства будут иметь следующие 
границы: 

 

 9,21 0,83 12,83 .                                       (61) 
 

Из выражения (61) следует, что значение т 1V K V  с уровнем значимо-
сти α 0,05  находится в доверительном интервале, т. е. нулевая гипотеза 

не отвергается. 
Подготовить на листе «Ведомость» табл. 11 и записать в эту таблицу 

уравненные горизонтальные углы и длины сторон. 
Уравненные горизонтальные углы и длины стороны вычислить по фор-

мулам: 
 

 
ур,

ур,

;

.
i

i

i i

i Si

v

S S v

   

 
                                           (62) 
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Таблица 11 

Уравненные горизонтальные углы и длины сторон 

Номер 
ур   m   Номер урS , м  Sm , см 

° ′ ″ ″ 1S  1 876,378 1,3 

1  57 12 3,1 1,1 2S  2 178,390 1,1 

2  121 0 23,4 2,9 3S  1 089,383 1,3 

3  242 22 46,6 2,8 4S  1 438,375 1,1 

 
7. Выполнить оценку точности. 
Вычислить средние квадратические погрешности уравненных коорди-

нат пунктов (31) и уравненных измеренных горизонтальных углов и длин 
сторон (32). 

Вычисленные оценки точности поместить в табл. 10 и 11 соответ-
ственно. 

Результаты вычисления апостериорных ковариационных матриц для 
рассматриваемого примера представлены ниже: 

– апостериорная ковариационная матрица уравненных координат 
пункта P 

 

 2 0,21
μ

0,21XK Q
 

   
 

1,22

1,72
;                                (63) 

 

– апостериорная ковариационная матрица уравненных измеренных ве-
личин 

 

 т

3,08 0,59 1,21 1,11 0,16 1,

3,08 0,98 2,26 3,06 0,71

0,59 0,98 2,58 0,70 3,46

1,21 2,26 2,58 0,72 1,08

1,11 3,06 0,70 0,72 0,41

0,16 0,71 3,46 1,08 0,41

1,04 2,98 1,01 0,58 1,14 0,55

U XK AK A

  

  

  

    

  

  

  

1,28

8,20

7,67

1,70

1,16

1,57

04

2,98

1,01

0,58

1,14

0,55







 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1,14

. (64) 
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Содержание отчета  

В качестве отчета обучающийся представляет в формате Excel табл. 5–

11, матрицы, UK , XK  и в формате *.doc – ответы на контрольные вопросы.  

Контрольные вопросы 

1. Запишите параметрические уравнения поправок для горизонтальных 
углов и длин сторон. 

2. Как проконтролировать решение системы нормальных уравнений? 
3. Как проконтролировать вычисления поправок к измеренным вели-

чинам? 
4. Как выполняют проверку нулевой гипотезы? 
5. Как выполнить оценку точности уравненных координат и уравнен-

ных горизонтальных углов и длин сторон? 
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6. Индивидуальное задание № 3  
УРАВНИВАНИЕ ПОЛИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО ХОДА 

Цель: освоить методику уравнивания хода полигонометрии парамет-
рическим способом метода наименьших квадратов. 

Последовательность выполнения индивидуального задания 

Рассмотрим уравнивание разомкнутого хода полигонометрии 1-го раз-
ряда для нулевого варианта. 

1. Подготовить исходные данные и результаты полевых измерений. 
Создать в Excel файл и подготовить три листа: «ИсходДанные»,  

«Ведомость 1» и «Ведомость 2». На листе «ИсходДанные» подготовить 
табл. П.4.1 и П.4.2. Подготовить для своего варианта каталог координат ис-
ходных пунктов и переписать горизонтальные углы (левые) и горизонталь-
ные проложения. 

Горизонтальные углы и горизонтальные проложения в полигономет-
рии 1-го разряда измерены со средней квадратической погрешностью соот-

ветственно: ''
β 5 ,0m   и 2,0 смSm  . 

2. Выполнить оценку качества результатов полевых измерений и вы-
числить приближенные координаты определяемых пунктов. 

В файле на листе «Ведомость 1» подготовить табл. 12 и записать в эту 
таблицу номера пунктов, измеренные величины; дирекционные углы 
начального и конечного направления и координаты исходных пунктов. 

Вычислить фактическую угловую невязку f  по формуле 
 

 к нβ ((α α ) 180( 1))if n      ,                         (65) 
 

где n – количество измеренных длин сторон в ходе; нα  – начальный дирек-

ционный угол направления 100-101; кα  – конечный дирекционный угол 

направления 300-301. 
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Таблица 12 

Оценка качества геодезических измерений 

Номер 

Измеренные гори-
зонтальные углы, β 

β,  
доли градуса 

Дирекционный 
угол α,  

доли градуса 

Дирекционный угол, 
α α, рад. 

° ′ ″ ° ′ ″ 

100          

      135,000 278 135 00 01,0  

101 138 10 40,0 138,177 778      

      93,178 056 93 10 41,0 1,626 264 

1 124 15 10,0 124,252 778      

      37,430 833 37 25 51,0 0,653 291 

2 213 14 15,0 213,237 500      

      70,668 333 70 40 06,0 1,233 395 

300 176 26 15,0 176,437 500      

      67,102 778 67 06 10,0  

301     67,105 833 67 06 21,0  

''
β 11, 0f   ; ''

βдоп. 20, 0f   .  

Контроль:  
''

β к нα α 11, 0f     . 
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Окончание табл. 12 

Номер sin  αik  cos  αik  

Горизон-
тальное 
проложе-
ние , S м 

Приращения 
координат, м 

Приближенные 
координаты, м 

x  y  x  y  

100        

         

101     
н н|X Y  1 051,64 2 617,00 

  0,998 462 –0,055 439 1 514,76 –83,977 1 512,430   

1      967,663 4 129,430 

  0,607 803 0,794 088 1 829,48 1 452,767 1 111,964   

2      2 420,431 5 241,394 

  0,943 618 0,331 036 1 470,82 486,894 1 387,892   

300     
к к|X Y  2 907,35 6 629,26 

      
к к|x y   2 907,325 6 629,287 

301        
 

  4815,06 мiS    

2,5 см;

2,7 см;

3,7 см;

доп. 48,2 см.

x

y

s

s

f

f

f

f

 

 



 

                                                                    к к

к к

2,5 см;

2,7 см;

Контроль:

x

y

f x X

f y Y
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Контроль вычисления угловой невязки выполнить через вычисленный 

кα  и исходный кα  дирекционные углы конечного направления хода 

 

 к кf    .                                              (66) 

 

Приближенные дирекционные углы вычислить по формуле 
 

 1 180i i i     .                                         (67) 

 

В формуле (67) знак перед 180 выбирают в зависимости от значения 

суммы первых двух слагаемых. Если эта сумма больше 180, то ставят знак 

минус, а в ином случае ставят плюс. 

Фактическая угловая невязка по абсолютной величине не должна пре-

вышать допустимого значения 
 

 ''доп. 10 1f f n    ,                                    (68) 

 

Линейную невязку вычислить по формуле 
 

 2 2
s x yf f f  ,                                           (69) 

 

где xf  – невязка по абсциссе к нΔ ( )xf x X X   ; yf  – невязка по орди-

нате к нΔ ( )yf y Y Y   ; Δ cosαi i ix S  ; Δ sinαi i iy S  . 

Контроль вычисления невязки по абсциссе и ординате выполнить через 

вычисленные координаты конечного пункта 300 хода полигонометрии 
 

 
к к

к к

;

,
x

y

f x X

f y Y

 

 


                                              (70) 

 

где к к,x y   – вычисленные (приближенные) координаты конечного пункта 

полигонометрического хода. 

Приближенные координаты пунктов определить по формулам: 
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 1

1

Δ ;

Δ .
i i i

i i i

x x x

y y y




 

 

 
 

                                            (71) 

 

Линейная невязка (69) не должна превышать предельного допустимого 
значения доп. sf  

 

 
  4815,06

 доп. 48,2 см
10 000

i
s s

S
f f

T
    .                     (72) 

 
Таблица 13 

Вычисление свободных членов и коэффициентов параметрических 
уравнений поправок 

Но-
мер 1

i

i

y

y 




 
1

i

i

x

x 




 
y

x




 
tg r

r
 

α,  
доли гра-
дуса 

,S  м ,S  м 
,sl  

см 

101 2 617,00 1 051,64 1 512,43 –18,010 072         

1 4 129,43 967,66 –83,98 –86,821 944 93,178 056 1 514,760 1 514,76 0,00 

                  
1 4 129,43 967,66 1 111,96 0,765 411        

2 5 241,39 2 420,43 1 452,77 37,430 833 37,430 833 1 829,480 1 829,48 0,00 

                  
2 5 241,39 2 420,43 1 387,87 2,850 298         

300 6 629,26 2 907,35 486,92 70,667 065 70,667 065 1 470,803 1 470,82 1,69 
 

Но-
мер 

α , 
доли гра-
дуса 

β , 
доли гра-
дуса 

β , 
доли гра-
дуса 

βl , с 
cosαik  sinαik  ( )ik kja  ( )ik kjb  kj ika a kj ikb b  

100           

  135,000 278          

101  138,177 778 138,177 778 0,00       

  93,178 056    –0,055 0,998 1,360 0,076   

1  124,252 778 124,252 778 0,00     2,045 –0,820 

  37,430 833    0,794 0,608 0,685 –0,895   

2  213,236 232 213,237 500 4,57     2,009 –1,360 

  70,667 065    0,331 0,944 1,324 –0,464   

300  176,435 713 176,437 500 6,43       

  67,102 778          

301           
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3. Вычислить свободные члены параметрических уравнений поправок. 
В файле на листе «Ведомость 2» подготовить табл. 13. Затем вычислить 

свободные члены параметрических уравнений поправок для угловых l   

и линейных sl  измерений по формулам, представленным в табл. 1. 

4. Составить и решить систему нормальных уравнений. 
В файле на листе «Ведомость 2» подготовить табл. 14.  

Априорную обратную ковариационную матрицу измерений 1K   за-
дать на основании средних квадратических погрешностей измерения гори-
зонтальных углов и горизонтальных проложений (4). 

Сформировать матрицу A по данным табл. 13 и вспомогательной таб-
лице в прил. 5. Столбец L (см. табл. 14) составить на основании вычислен-

ных свободных членов  и sl l  (см. табл. 13). 

Затем составить матрицу коэффициентов нормальных уравнений N  
и столбец свободных членов G: 

 

т 1

0,019 0,269 0,010

0,019 0,026 0,170

0,269 0,026 0,040

0,010 0,170 0,040

N A K A

  
    
  
   

0,418

0,401

0,435

0,430

; 

 

т 1

0,125

0,164

0,114

0,528

G A K L

 
 
  
 
  

. 

 

Далее решить систему нормальных уравнений 
 

1

0,107 2,463 0,180 -0,125 0,70

0,170 0,005 1,190 0,164 0,12
Δ .

2,463 0,005 0,301 0,114 0,59

0,180 1,190 0,301 0,528 1,24

X N G

       
              
       
             

3,972

3,007

3,846

2,824
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Таблица 14 

Составление матрицы A и вычисление поправок к измеренным величинам 

Изме-
ренная 
вели-
чина 

1
iik 

  

Номера определяемых пунктов 

L A∆X V 1 2
iik v

 
1

iik vl
 

1[ ]iik ll
 [ ]i ig x   1 2[ ]iik v

 
1 2 

1δx  1δy  2δx  2δy  3,21 0,79 2,42 

1β  0,040 –1,360 –0,076 0,000 0,000 0,00 0,96 0,96 0,04 0,00 

1 2
2 0,81

iik v

r

 
     

2= 0,90    

2β  0,040 2,045 –0,820 –0,685 0,895 0,00 –2,04 –2,04 0,17 0,00 

3β  0,040 –0,685 0,895 2,009 –1,360 4,57 0,88 –3,69 0,54 0,83 

4β  0,040 0,000 0,000 –1,324 0,464 6,43 0,20 –6,23 1,55 1,66 

1S  0,250 –0,055 0,998 0,000 0,000 0,00 –0,08 –0,08 0,00 0,00 

2S  0,250 –0,794 –0,608 0,794 0,608 0,00 –0,59 –0,59 0,09 0,00 

3S  0,250 0,000 0,000 –0,331 –0,944 1,69 1,36 –0,33 0,03 0,72 

Сумма 2,42 3,21 

Проверка нулевой гипотезы  2 2
0 0Н σ σ 1   : 

 2,42 0,22 9,35 . 

Нулевая гипотеза не отвергается. 
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5. Вычислить уравненные координаты определяемых пунктов и изме-
рения. 

В файле на листе «Ведомость 2» подготовить табл. 15 и 16 . 
Уравненные координаты определяемых пунктов вычислить по форму-

лам 
 

 
δ ;

δ .

j j j

j j j

X x x

Y y y

 

 




                                                                   (73) 

 

Результаты записать в табл. 15. 
Найти произведение матриц A и ∆X , а результат записать в табл. 14. 

Далее вычислить вектор поправок V по формуле (26).  

Вычислить сумму квадратов поправок 1 2[ ]iik v  и проконтролировать ее 

по формуле 
 

 1 2 1[ ] [ ] [ Δ ]ii ii j jk v k ll g x   .                                  (74) 

 

Если равенство (74) выполняется, то выполнить проверку нулевой ги-

потезы:  0 оН σ σ 1   . Для этого определить нижнюю 2
нχ  и верхнюю 2

вχ  

границы интервала т 1V K V .  
Приведем результаты проверки нулевой гипотезы для рассматривае-

мого примера. 

Для r = 3 и доверительной вероятности 0,975 2
нχ 0,216 , а для довери-

тельной вероятности 0,025 2
вχ 9,348  (см. прил. 1) доверительный интервал 

будет иметь следующие границы: 
 

 2,42 0,22 9,35 .                                          (75) 
 

Из выражения (75) видно, что значение т 1V K V  с уровнем значимости 
α = 0,05 находится в доверительном интервале, т. е. нулевая гипотеза не от-
вергается. 

Далее следует определить уравненные горизонтальные углы и горизон-
тальные проложения по формулам: 



 

44 

 
ур β

ур

β β ;

.
i

i

i

i S

v

S S v

 

 
                                             (76) 

 

где β , Sv v  – поправки в горизонтальные углы и горизонтальные проложе-

ния. 
 
Результаты вычислений записать в табл. 16. 
 

Таблица 15 

Уравненные координаты 

Координаты, м Оценка точности, см 

X Y xm  ym  

967,656 4 129,429 1,8 1,6 
2 420,425 5 241,382 1,8 1,5 

 
Таблица 16 

Уравненные горизонтальные углы и горизонтальные проложения 

Но-
мер 

ур  
βm , с Но-

мер урS , м Sm , см 
° ′ ″ 

1β  138 10 41,0 2,4 1S  1 514,759 1,6 

2β  124 15 08,0 3,4 2S  1 829,474 1,5 

3β  213 14 11,3 3,7 3S  1 470,817 1,5 

4β  176 26 08,8 2,5 – – – 
 
6. Выполнить оценку точности уравненных координат и измерений. 
Определить апостериорную ковариационную матрицу уравненных ко-

ординат XK  и измерений UK : 
 

0,086 1,984 0,145

0,086 0,004 0,958

1,984 0,004 0,243

0,145 0,958 0,243

XK

  
  
 
   

3,200

2,422

3,098

2,275

; 
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6,871 2,671 3,629 0,175 1,4

6,871 2,764 1,747 1,588

2,671 2,764 8,098 0,825

3,629 1,747 8,098 0,588

0,175 1,588 0,825 0,588

1,424 1,234 0,448 0,637 0,761

0,775 1,625 0,754 0,095 0,876

UK

 
   
  

  

  
 

5,913

11,383

13,534

6,216

2,434

24 0,775

1,234 1,625

0,448 0,754

0,637 0,095

0,761 0,876

0,925

0,925

 
   
 
  
  
 

 
  

2,315

2,213

. 

 
Затем по формуле (31) вычислить средние квадратические погрешно-

сти координат определяемых пунктов, а по формуле (32) – средние квадра-
тические погрешности уравненных величин. Результаты вычислений запи-
сать в табл. 15 и 16 соответственно. 

Содержание отчета  

В качестве отчета обучающийся представляет в формате Excel  

табл. 12–16, матрицы, UK , XK  и в формате *.doc – ответы на контроль-

ные вопросы.  

Контрольные вопросы 

1. Как выполнить оценку качества геодезических измерений в полиго-
нометрии? 

2. Как сформировать матрицу A? 
3. Как проконтролировать решения нормальных уравнений? 
4. Что позволяет выявить проверка нулевой гипотезы? 
5. Как выполнить оценку точности? 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данном учебно-методическом пособии представлена теоретическая 
и практическая части для выполнения индивидуальных заданий по уравни-
ванию результатов геодезических измерений коррелатным и параметриче-
ским способами метода наименьших квадратов.  

Теоретическая часть формирует у обучающихся общее представление 
о методе наименьших квадратов и знания об уравнивании коррелатным  
и параметрическим способами МНК. 

Практическая часть создает условия для получения практических 
навыков математической обработки результатов геодезических измерений 
методом наименьших квадратов с помощью прикладного программного 
обеспечения. Подробность и доступность изложения этой части позволяет 
обучающимся самостоятельно выполнить индивидуальные задания. 

В итоге обучающиеся будут способны выполнять уравнительные вы-
числения методом наименьших квадратов и представлять полученные ре-
зультаты с применением информационных технологий и прикладного про-
граммного обеспечения. 

Учебно-методическое пособие содержит материалы, необходимые 
обучающимся при выполнении индивидуальных заданий, к подготовке 
коллоквиуму и экзамену по дисциплине «Геодезия». 

Полученные теоретические знания и практические навыки будут вос-
требованы обучающимися как при изучении дисциплин профессиональ-
ного цикла, так и при выполнении кадастровых работ. 
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Приложение 1  

КВАНТИЛИ 2  РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Степени 
свободы,  

r  

α
1

2
  

α

2
 

0,975 0,95 0,05 0,025 

1 0,001 0,004 3,841 5,024 

2 0,051 0,103 5,991 7,378 

3 0,216 0,352 7,815 9,348 

4 0,484 0,711 9,488 11,143 

5 0,831 1,145 11,070 12,833 

6 1,237 1,635 12,592 14,449 

7 1,690 2,167 14,067 16,013 

8 2,180 2,733 15,507 17,535 

9 2,700 3,325 16,919 19,023 

10 3,247 3,940 18,307 20,483 

11 3,816 4,575 19,675 21,920 

12 4,404 5,226 21,026 23,337 
 

 
 
 
 
 

  



 

49 

Приложение 2  

БАЗОВЫЙ ВАРИАНТ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ  
ДЛЯ ИНДИВИДУАЛЬНОГО ЗАДАНИЯ № 1 

Таблица П.2.1 

Результаты полевых измерений 

Номер 
секции 

Номер  
репера 
(марки) 

Длина секции 

iD , км 

Превышения, м 
Прямой 
 ход, прh  

Обратный 
 ход, обh  

  Гр.23       
1   5,35 + №/10 5,8201 –5,8059 
  11       
2   6,10 + №/10 2,3971 –2,4119 
  12       
3   4,95 + №/10 1,5111 –1,4961 
  13       
4   6,95 + №/10 –9,9191 9,9349 
  14       
5   3,80 + №/10 –8,0331 8,0479 
 Гр.26    

 
Таблица П.2.2 

Отметки исходных реперов 

Номер 
грунтового 
репера 
(Гр.) 

Отметка 
 Н, м 

23 112,198 + №/10 

26 103,965 + №/10 
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Приложение 3  

БАЗОВЫЙ ВАРИАНТ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ  
ДЛЯ ИНДИВИДУАЛЬНОГО ЗАДАНИЯ № 2 

 

Рис. П.3.1. Схема обратной угловой и линейной засечек 
 
 

Таблица П.3.1 

Координаты исходных пунктов 

Пункт 
Координаты, м 

X Y 

А (1) 6 969,40 + № 8 562,27 + № 

Б (2) 5 177,93 + № 7 769,51 + № 

В (3) 6 166,65 + № 6 078,50 + № 

Д (4) 8 377,32 + № 6 090,43 + № 

  

А 

Б 

В 

Д 

P 
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Таблица П.3.2 

Измеренные горизонтальные углы  

Номер 

Значение угла, β 

° ′ ″ 

1  57 12 04,0 
2 121 00 25,0 
3 242 22 51,0 

 
Таблица П.3.3 

Измеренные длины сторон 

Но-
мер 

Название 
стороны 

Горизонтальное  
проложение S, м 

1 PА(S1) 1 876,38 
2 PБ(S2) 2 178,42 
3 PВ(S3) 1 089,39 
4 PД(S4) 1 438,40 
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Приложение 4  

БАЗОВЫЙ ВАРИАНТ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ  
ДЛЯ ИНДИВИДУАЛЬНОГО ЗАДАНИЯ № 3 

Таблица П.4.1 

Каталог координат исходных пунктов 

Пункт 
Координаты, м Направле-

ние 

Дирекционный угол,   

X Y ° ' " 

101 1 051,64 + № 2 617,00 + № 100-101 135 00 01,0 

300 2 907,35 + № 6 629,26 + № 300-301  67 06 10,0 

 
Таблица П.4.2 

Измеренные горизонтальные углы и длины сторон 

Пункт 
Горизонтальный угол   (левый) Горизонтальное  

проложение S, м ° ' " 
100     

     
101 138 10 40,0  

    1 514,76 
1 124 15 10,0  
    1 829,48 

2 213 14 15,0  
    1 470,82 

300 176 26 15,0  
     

301     
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Приложение 5 

СХЕМА ФОРМИРОВАНИЯ МАТРИЦЫ A 

Пункт 1 2 

Измерение 1δx  1δy  2δx  2δy  

1β  kja  kjb  0 0 

2β  kj ika a  kj ikb b  kja  kjb  

3β  ika  ikb  kj ika a  kj ikb b  

4β  0 0 ika  ikb  

1S  cosαik  sinαik  0 0 

2S  cosαik  sinαik  cosαik  sinαik  

3S  0 0 cosαik  sinαik  
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